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 ٣

 و انحراف µزیع نرمال با میانگینهرگاه مقاومتهاي برشی منفرد نقطه جوشها داراي تو1,4با مراجعه به بخش  -1
میانگین  تایی گرفته شود، احتمال وجود تفاوتی کمتر از یک پوند بین 16 پوند باشند و یک نمونه 10معیار 

}11{مقاومت برشی نمونه نقطه جوشها و میانگین توزیع، یعنی ≤−≤− µXPرا پیدا کنید . 
  : پاسخ

 : را مقاومت برشی نقطه جوشها فرض کنیم خواهیم داشتX مفروضات مسئله چنانچه متغییر با توجه به
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 3108.03446.0*21

4.0214.024.04.0
5.2

1
5.2
111

16
100,~,~

100,~
2

=−=

≥−=≤=≤≤−=









≤

−
≤

−
=≤−≤−







⇒









ZPZPZPXPXP

NX
n

NX

NX

X
σ

µ
µ

µ
σ

µ

µ

 
}11{9.0 به منظور برقراري رابطه1در مسئله  -2 =≤−≤− µXPبه چند مشاهده نیاز است؟  

  : پاسخ
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 :ابیمحال با مراجعه به جدول توزیع نرمال درمی ی
( ) 05.0645.1 =>ZP  

 :بنابراین خواهیم داشت

27145.16645.1
10

≈⇒=⇒= nnn  
 

،σ چنان رابطه اي براي اندازه نمونه بر حسب1,4با مراجعه به بخش  -3
2

αK و b بنویسید که 
αµ −=≤−≤− 1}{ bXbPباشد . 
  : پاسخ
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 :با توجه به سئوال قبلی میدانیم
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به (مساحت% 1 درجه آزادي، نقطه نظیر ν=2از طریق انتگرال گیري مستقیم از تابع چگالی مربع کاي با -4
 .را یافته و آن را با جدول مقایسه کنید) راست

  : پاسخ
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210.92با مراجعه به جدول نیز خواهیم دید

2;01.0 =χ . بنابراین مقدار بدست آمده با مقدار موجود در جدول بر هم منطبق
 .می باشند

)درستی رابطه هاي -5 ) νχ =Ε νσ و2
χ

22
2  . را نشان دهید=

   :پاسخ
توزیع کاي مربع و  را متغییري داراي توزیع کاي مربع فرض نماییم و با توجه به تابع Xبا توجه به مفروضات مسئله چنانچه 

 :همچنین تابع مولد گشتاور آن خواهیم داشت
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 نیز مشتق دوم از تابع مولد 2Xو امید با مقدار صفر t مشتق اول از تابع مولد گشتاور حول Xامید متغییر حال از آنجا که 
 : با مقدار صفر می باشد خواهیم داشتtگشتاور حول 
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توجهداشته باشید که توزیع مربع کاي خود توزیعی مشتق شده از توزیع گاما می باشد بطوري که چنانچه در توزیع 

گاما
2
ν

α و =
2
1

=βو بهمین طریق و با ایجاد همین تغییرات .  قرار دهیم توزیع گاما به توزیع کاي مربع تغییر خواهد کرد

 البته توجه داشته باشید با . توزیع مربع کاي را نیز ایجاد نمود تابع مولد گشتاوردر تابع مولد گشتاور توزیع گاما می توان
ي از تابع توزیع کاي در فاصله صفر تا بینهایت نیز میتوان تابع مولد گشتاور را بدست آورد، تابع توزیع استفاده از انتگرال گیر

 :گاما عبارتست از
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)توجه داشته باشید مقدار )∫
∞

−
0

, dxtG βα می باشد1 برابر . 

)نامیده می َود که در آن ) 2σبرآوردي براي(، 2Sواریانس نمونه، -6 )
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S i ،باشد بطور حسی 
)خاصیتی مطلوب براي واریانس نمونه صدق ) 22 σ=Ε Sبا پذیرش این فرض که.  در مورد آن استiX ،ها

) هستند ثابت کنید2σ و واریانسµمتغییرهاي تصادفی مستقل با توزیع نرمال با میانگین ) 22 σ=Ε S 
 .اثبات کنید) تقل و هم توزیع بودناما با فرض مس( ون فرض نرمال بودنهمین نتیجه را بد. است
  : پاسخ

 : ها خواهیم داشتXبا توجه به مفروضات مسئله و فرض نرمال بودن 
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 :5با توجه به پاسخ سئوال 
( ) νχν =Ε 2  

 :حال خواهیم داشت
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 :حال چنانچه فرض نرمال بودن را کنار گذاشته و تنها فرضهاي مستقل و هم توزیع بودن را مد نظر قرار دهیم داریم
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 :توجه داشته باشید
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}8{ درجه آزادي داشته باشد،9توزیع مربع کاي با 2χاگر -7 2 ≤χP ،}6{ 2 ≥χP94{ و{ 2 ≤≤ χP را پیدا 

 .کنید
  : پاسخ

 : جدول توزیع کاي مربع خواهیم داشتهبا توجه به مفروضات مسئله و با رجوع ب
( ) ( )
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 را بررسی می کنیم و مورد استفاده 9توجه داشته باشید در مراجعه به جدول توزیع کاي مربع اعداد مربوط به درجه آزادي 
 .قرار می دهیم

}20{ درجه آزادي داشته باشد،19توزیع مربع کاي با 2χاگر -8 2 ≤χP ،}15{ 2 ≥χP2116{ و{ 2 ≤≤ χP 
 .را پیدا کنید

  : پاسخ
 :با توجه به مفروضات مسئله و با رجوع بع جدول توزیع کاي مربع خواهیم داشت
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فاده  را بررسی می کنیم و مورد است19توجه داشته باشید در مراجعه به جدول توزیع کاي مربع اعداد مربوط به درجه آزادي 
 .قرار می دهیم

 
 ارائه شد، احتمال کمتر از 1,2,4در مثال ایجاد سوراخ بر روي یک میز از طریق مته کاري که در زیر بخش  -9

  واحد بودن فاصله نقطه اندازه گیري شده از محل مطلوب چقدر است؟44/2
  : پاسخ

 :تبا توجه به مفروضات مسئله و همچنین سئوال مورد بحث در کتاب خواهیم داش
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ابتدا آنکه فاصله مورد نظر همچون قطر یک مثلث بوده و بهمین دلسل از . در حل این مسئله توجه به دو نکته الزامی است
2فرمول

1
2
1 XXY نکته دوم آنکه هرگاه یک متغییر که داراي توزیع نرمال استاندارد می باشد .  استفاده گردیده است=+

مجموع چند متغییر با توزیع کاي مربع نیز توزیع کاي مربع  برسد، داراي توزیع کاي مربع با یک درجه آزادي شده و 2وان بت
 :با مجموع درجه آزادي آن متغییر ها می باشد همانند
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52، اگر1,2,4در مسئله سفینه فضایی از زیر بخش  -10 =σ ،احتمال فراتر رفتن فاصله میان نقطه فرود و  باشد

  پا چقدر است؟63/2هدف از 
  : پاسخ

 :با توجه به مفروضات مسئله و همچنین سئوال مورد بحث در کتاب خواهیم داشت
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 .9 پاسخ سئوال  توضیحاتجهت توضیحات بیشتر مراجعه شود به
 
11- X و Yفات یک تیر از مرکز هدف هستند مولف هاي افقی و عمودي انحرا .X و Y به طور مستقل داراي 

 اینچ تعریف می شوند، معادله یک بیضی را 10 و 8توزیع نرمال با میانگین صفر و انحراف معیارهاي، به ترتیب 
 . در داخل آن فرو آید95/0چنان پیدا کنید که یک تیر به احتمال 

  : پاسخ
 :ل براي این مسئله موجود می باشد که در ادامه به بیان هر دو آنها می پردازیمبا توجه به مفروضات مسئله دو راه ح

 :روش اول
در این روش پس از بدست آوردن معادله بیضی از آنجا که معادله بیضی داراي توزیع کاي مربع با دو درجه آزادي است از 

 :خواص این توزیع استفاده می نماییم و داریم
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 : است خواهیم داشت2 درجه آزادي همان توزیع نمایی با پارامتر 2از آنجا که توزیع کایم مربع با 
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 :در نتیجه خواهیم داشت

معادله بیضی  99.5
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ا که هر یک ار عباراتتوجه داشته باشید از آنج
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0Y داراي توزیع نرمال استاندارد هستند با توجه به 

 . درجه آزادي می باشد2 رسیدن آنها داراي توزیع کاي مربع با 2مجموع آنها پس از بتوان  9توضیحات مسئله 
 

 :روش دوم
ادله بیضی از آنجا که معادله بیضی داراي توزیع کاي مربع با دو درجه آزادي است از در این روش نیز پس از بدست آوردن مع

 :جدول این توزیع استفاده می نماییم و داریم
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 :اي مربع خواهیم داشتحال با مراجه به جدول توزیع ک
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 :داریمدر نتیجه 
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2اگر -12

1χ 2 درجه آزادي و7 توزیع مربع کاي با
2χ درجه آزادي داشته باشد، احتمال 3 توزیع مربع کاي با 

2 شدن 12یشتر از ب
2

2
1 χχ  . را پیدا کنید+

  : پاسخ
 :با توجه به مفروضات مسئله داریم
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2اگر -13

1χ 2 درجه آزادي و4 توزیع مربع کاي با
2χ درجه آزادي داشته باشد، احتمال 5 توزیع مربع کاي با 

2 شدن 19 از بیشتر
2

2
1 χχ  . را پیدا کنید+
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 ٩

  : پاسخ
 :با توجه به مفروضات مسئله داریم

( ) 025.019
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}6.1618.0{احتمال -14 22 ≤≤ σS2 را پیدا کنید، هرگاهS 11 مبتنی بر یک نمونه تصادفی متشکل از 

 . دارد2σ و واریانسµکه توزیع نرمال با میانگین مجهولمشاهده از یک متغیر تصادفی باشد، 
  : پاسخ

 :با توجه به مفروضات مسئله داریم

( ) ( ) ( ) ( ) 
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−
≤−=≤≤ 6.1*11618.0*16.1618.0 2

2
22 nSnnPSP

σ
σ  

): حال با توجه به )
( )
2
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2

~1
−

−
n

Sn
χ

σ
)و از آنجا که    ) 101 =−n خواهیم داشت: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
69.010.079.0

1618.61618.66.1*11618.0*1 2
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2
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2
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−
≤− χχχ

σ
PPPnSnnP  

 
}6.1618.0{95.0، براي برقراري رابطه14در مراجعه به مسئله  -15 22 ≥≤≤ σSP به چند مشاهده نیاز 

 است؟
  : پاسخ

 : خواهیم داشت14با توجه به پاسخ مسئله 

( ) ( ) ( ) ( ) 95.06.1*11618.0*195.06.1618.0 2

2
22 =








−≤

−
≤−⇒=≤≤ nSnnPSP

σ
σ  

): حال با توجه به )
( )
2

12

2

~1
−

−
n

Sn
χ

σ
 :  خواهیم داشت

وزیع مربع کاي و با سعی و خطا  اقدام به انتخاب تعداد نمونه نموده تا سرانجام به مقدار مطلوب حال با استفاده از جدول ت
 :برسیم در ادامه با این روش سعی در استخراج تعداد نمونه خواهیم داشت

 : قرار دهیمn=30اگر 
 
( ) ( ) ( ) ( ) 928.003.0958.04.46922.176.1*29618.0*29 2

29
2
29

2
29

2
29 =−=≥−≤=≥−≤ χχχχ PPPP

 
 است عدد نمونه دیگري را انتخاب می نماییم از آنجا کمتر 95/0ز مقدار مورد توجه یعنی حال از آنجا که مقدار بدست آمده ا

 : فرض می نماییم40 است، تعداد نمونه را برابر 40 در جدول توزیع مربع کاي 30که عدد بزرگتر از 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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 ١٠

( ) ( ) ( ) ( ) 963.0.0014.0977.04.62102.246.1*39618.0*39 2
39

2
39

2
39

2
39 =−=≥−≤=≥−≤ χχχχ PPPP

 
 . انتخاب می نماییم40یشتر است عدد نمونه را  ب95/0حال از آنجا که مقدار بدست آمده از مقدار مورد توجه یعنی 

 
درجه حرارت وضعیت روشن یک کلید که با ترموستات کنترل می شود، توزیع نرمال میانگین و واریانس  -16

براي برقراري . قرار است یک نمونه تصادفی گرفته و واریانس نمونه محاسبه شود. مجهول دارد
}83.1{99.0رابطه 22 ≥≤σSP هده نیاز است؟به چند مشا 

  : پاسخ
 : عمل می نماییم، بنابراین خواهیم داشت15با توجه به مفروضات مسئله در حل این سئوال نیز همچون مسئله 
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 : فرض می نماییم و خواهیم داشت26حال تعداد نمونه را 
( ) ( ) ( ) 01.00099.075.45125*83.11
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≥

−
σσ

SnPSnP  

 .می کنیم انتخاب 26ن عدد نمونه گیري را یبنا برا
 

هر پاسخ توزیع .  گرفته می شودX مشاهده از پاسخ به داروي 10تصور کنید یک نمونه تصادفی متشکل از  -17
 Y مشاهده از پاسخ به داروي 10نمونه تصادفی دیگري متشکل از .  دارد2 و واریانس 7نرمال با میانگین 
).ارد د2 و واریانس 9هر پاسخ توزیع نرمال با میانگین . گرفته می شود )22

YX SS +Εرا پیدا کنید . 
  : پاسخ

2 ها مستقل از یکدیگرند بنابراینY ها و Xبا توجه به اینکه 
XS2 و

YSنیز از یکدیگر مستقلند بنابراین خواهیم داشت : 
( )
( )

( ) ( ) ( ) 422
2,9~
2,7~

222222 =+=+=Ε+Ε=+Ε YXYXYX SSSS
NY
NX

σσ

 

 6 براي توضیحات بیشتر به پاسخ سئوال . برآورد نموده ایمσ آنها را باŜل نااریب بودنتوجه داشته باشید در این سئوال بدلی
 .مراجعه نمایید

 
ه ب.  تایی محاسبه شود7، براي مقاومت نوعی قطعه برقی براساس یک نمونه 1Sقرار است انحراف معیار نمونه، -18

، نیز براساس 2Sمنظور ایجاد مونتاژ نهایی قطعه دیگري به قطعه اول افزوده می شود، که انحراف معیار آن،
میدانیم که دو قطعه از هم مستقل و هر یک داراي توزیع نرمال با .  تایی محاسبه می شود7یک نمونه 

2برآورد واریانس مونتاژ نهایی،. است 2σواریانس مشترك و مجهول
2

2
1 SS احتمال کمتر .  خواهد بود+

)شدن ) 22
2

2
1 σSS   چقدر است؟3 از +

  : پاسخ
 :با توجه به مفروضات سئوال خواهیم داشت
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 :حال با توجه به دو رابطه بالا خواهیم داشت
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)، به منظور صدق رابطه 18در مسئله  -19 ) 99.0}3{ 22
2

2
1 =≤+ σSSP به چند مشاهده از هر نوع قطعه نیاز 

 است؟
  : پاسخ
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) و2σ داراي توزیع نرمال با میانگین صفر و واریانسXاگر  -20 )∑
=

=
n

i
i nXR

1

 باشد، درستی 22

nرابطه
R

42 22 σσ νσاز رابطه: راهنمایی.(  را نشان دهید=
χ

22
2  .) استفاده کنید=

  : پاسخ
 : خواهیم داشت و فرمول تبدیل توزیع نرمال استاندارد به توزیع کاي مربعبا توجه به مفروضات مسئله
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)در پاسخ به این سئوال توجه داشته باشید )( ) nVar n 22 =χ  
) داشته و2σ و واریانسµ داراي توزیع نرمال با میانگینXاگر  -21 ) ( )∑ −−= 1

22 nXXS i،باشد ( )2SΕ 
2و

2S
σروابط: راهنمایی. ( را پیدا کنید( ) νχ =Ε νσ و2

χ
22

2  ) را بکار ببرید=

  : پاسخ
 :با توجه به مفروضات مسئله داریم
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)توجه داشته باشید در راه حل بالا از فرمول ) νχν =Ε  . استفاده نمودیم2
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)توجه داشته باشید در راه حل بالا از فرمول ) νχν 22 =Varاستفاده نمودیم . 
 

12 تایی گرفته می شود که در آنnتصور کنید یک نمونه تصادفی  -22 ,,..., XXXn توزیع نرمال با میانگین صفر 
))الف.  دارد2σو واریانس )∑Ε 2

iXو با وجود این اگر فرض توزیع نرمال معتبر نباشد) ب.  را پیدا کنید ،
X2ها داراي میانگین صفر و واریانسσ ،باشد ( )∑Ε 2

iXرا پیدا کنید . 
  : پاسخ
 )الف

 :با توجه به مفروضات مسئله داریم
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 . مراجعه شود9جهت توضیحات بیشتر به پاسخ سئوال 
 )ب

) با توجه به توضیحات مسئله ابتدا می بایست )2
iXΕرا محاسبه نماییم : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 222222 σσσ =Ε⇒=Ε−Ε=⇒= iiiii XXXXVarXVar  
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)توجه داشته باشید در متن سئوال )iXΕو از سوي دیگر به دلیل استقلال نمونه هاي .  برابر با صفر فرض شده است

تصادفی







Ε ∑

=

n

i
iX

1

) را برابر با 2 )∑
=

Ε
n

i
iX

1

 . قرار داده ایم2

 
، به توزیع نرمال استاندارد ν با بینهایت شدن درجات آزادي،tثابت کنید که تابع چگالی متغییر تصادفی  -23

 . میل می کندπ21فرض کنید که ضریب ثابت به. میل می کند
  : پاسخ

 : خواهیم داشتtه و همچنین تابع توزیع با توجه به مفروضات مسئل
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حال براي سادگی کار عبارت
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 : خواهیم داشتΙΙ وΙحال با توجه به حد دو قسمت
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ννν  

)هاز خاصیت تابع گاما استفاده گردیده بطوریکتوجه داشته باشید در حد گیري قسمت  ) ( )!1−=Γ αα و از سوي دیگر ،
 میل می π21فرض کنید که ضریب ثابت به"عنوان گردیده ) مفروضات مسئله(توجه داشته باشید که در متن سئوال 

 و بهمین دلیل نیز"کند
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 ١۴

را ) به راست(مساحت % 5 درجه آزادي، نقطه نظیر ν=1 باtلی از طریق انتگرال گیري مستقیم از تابع چگا -24
 .یافته و آن را با مقدار قید شده در جدول مقایسه کنید

  : پاسخ
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 :از طرفی داریم
dyXdxdyXdxYXYX =⇒=⇒=⇒= 2222 2  

 :حال خواهیم داشت
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 : داریم استاندارداز طرفی دیگر با توجه به تابع توزیع نرمال
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 :حال با توجه به متقارن بودن توزیع نرمال خواهیم داشت
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∞

∞−

−∞ −∞

∞−

−
dxedxedxe

XXX

 

dxeحال با استفاده از مقدار بدست آمده براي
X

∫
∞ −

0
2

2

dxe، مقدار عبارت
X

∫
∞ −

=





Γ

0
2

2

2
2
 : عبارتست از1

π
π

=







==






Γ ∫

∞ −

2
222

2
1

0
2

2

dxe
X

 

 :حال خواهیم داشت
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 ١۵

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 314.6414.1414.145.01

05.0
2

105.0105.0
1

1*1
1

1*1

1
1*1*11*

2
1
1*11

1;05.01;05.0
1

1;05.0
1

1;05.0
11

2

2

2

12

1;05.01;05.0

==⇒=⇒=⇒

=





 −⇒=





⇒=

+

+
=

+
=+







Γ

Γ
=⇒=

−−

−∞

=

−∞

−

∫

tgtttgttg

ttgXtgdx
X

X
Xf

X
XXf

tXt

t

t

π

π
πππ

π

πππ
ν

 

05.0;314.61: نیز در می یابیمtبا مراجعه به جدول توزیع  =t 
 

)درستی رابطه -25 ) 0=Ε t1 را به ازاي>νو درستی رابطه ( )22 −= ννσ t2 را به ازاي>ν نشان 
 .دهید

  : پاسخ
 : خواهیم داشتF و tبا توجه به فرمول توزیعهاي 

( )
( )

( )

( )

( )
2
1

2
2

2
2

1

2
1

2,1

2

~ χ

ν

χ
ν

χ
ν

χ

ν

ν

νν

ν

ν

Z

F

Zt

=

=

 

 :حال با توجه به عبارات بالا داریم

( )
( )

( )

( )

( )

( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
2

0

1

,1
2222

,12

2
1

2

2
1

2

2
2

−
=Ε=−Ε=Ε−Ε=

====

ν
ν

σ

ν

χ

χ

ν

χ

χ

ν

χ

νννν

ν
ννν

ν

ν
Fttt

FZt

t

 

)توجه داشته باشید جهت محاسبه )ν,1FΕاز فرمول ( )
22

2
2,1 −

=Ε
ν

ν
ννF استفاده شده است که جهت اطلاع از نحوه اثبات 

 . مراجعه نمایید31آن می توانید به پاسخ سئوال 
 

 درجه آزادي باشد،9 با t داراي توزیع tاگر  -26






 <− tP

3
 و8







 ≤ tP

3
} و4 }25.325.3 ≤≤− tP را پیدا 

 .کنید
  : پاسخ

 : خواهیم داشت9 و با توجه به درجه آزادي tال با مراجعه به جدول توزیع با توجه به مفروضات سئو
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 ١۶

( ) ( ) ( ) ( ) 9.005.0*2125.32125.3225.325.3

11.0
3
4

986.0014.01
3
81

3
8

999

9

99

=−=≥−=≤=≤≤−

=





 ≤

=−=





 >−=






 <−

tPtPtP

tP

tPtP

 

 درجه آزادي باشد،25 با t داراي توزیع tاگر متغیر تصادف  -27






 ≤− tP

9
و20  







 ≤ tP

9
10 

}و }787.2787.2 ≤≤− tPرا پیدا کنید . 
  : پاسخ

 : خواهیم داشت25 و با توجه به درجه آزادي tوضات سئوال با مراجعه به جدول توزیع با توجه به مفر

( ) ( ) ( ) ( ) 99.0005.0*21787.221787.22787.2787.2

148.0
9

10

985.0015.01
9
201

9
20

252525

25

2525

=−=≥−=≤=≤≤−

=





 ≤

=−=





 >−=






 <−

tPtPtP

tP

tPtP

 

 
 

28- ( )[ ]{ }SXP 10383.1 µ−≤−را پیدا کنید، اگر X و S مشاهده باشند10 مبتنی بر . 
  : پاسخ

 : خواهیم داشتtبا توجه به فرمول توزیع 
( ) ( ) ( )

( )[ ]( ) ( ) ( ) 9.0383.11383.110383.1
10

10

99

91

=≤−=≤−=−≤−

=
−

=
−

⇒=
−

−

tPtPSXP

t
S

X
S

Xt

n
S

X
n

µ

µµµ

 

 
29- ( )[ ]{ }SXP 10383.1 µ−≤−را پیدا کنید، اگر X مشاهده و 10 مبتنی بر S مشاهده باشد20 مبتنی بر . 

  : پاسخ
 : خواهیم داشتtبا توجه به فرمول توزیع 

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )[ ]( ) ( ) ( ) 91.0383.11383.110383.1

120

120
10

1

1

1919

19

2

21

2

2

≈≤−=≤−=−≤−

=

−

−

−

⇒=

−

−

−

−

tPtPSXP

t
S

X

t

n

Sn
n

X

n

µ

σ

σ
µ

σ

σ
µ

 

ر جذر توزیع کاي مربع که بر درجه آزادي خود تقسیم شده توجه داشته باشید فرمول بالا از تقسیم توزیع نرمال استاندارد ب
 .است بدست آمده است
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 ١٧

د -30 ναναنشان دهی ,1;
2

;2 Ft د= ) است، یعنی نشان دهی ) ( )2
,1;

2
;2

2
νανα FFPttP  که در ≤=≤

ναναآن ,1;
2

;2 Ft  .) استفاده کنیدF و tاز تعاریف متغییر تصادفی : راهنمایی.(  است=
  : پاسخ

 :بخش اول
 : خواهمی داشتF و tبا توجه به راهنمایی مطرح شده در سئوال و تعاریف توزیعهاي 

( ) ( )
ν

ννν
ν

ν

ν

ν
χ

χ

ν
χ
χ

ν
χ

ν
χ

,12

2
1

2

2
1

2

2
1,02

2

1,0 1 F
Z

t
Z

t NN ====⇒=  

 :بخش دوم
 را نیز اثبات نمود بنابراین خواهیم αحال از آنجا که مقادیر درجات آزادي منطبق با خواشته می باشد می بایستی میزان

 :داشت

( ) ( ) ( ) α
αα

νανανα =+=−≤+≥=≥
22;2;2

2
;2

2 ttPttPttP  
 :بخش سوم

( ) ανα =≥ ,1;FFP  
 :حال با توجه به نتیجه حاصله در هر سه بخش خواهیم داشت

νανα ,1;
2

;2 Ft =  

2در بخش اول توجه داشته باشید از دو خاصیت
1

2 ~ χZ2 و

2

,
β

α
βα χ

χ
=Fاستفاده شده است . 

 

)درستی رابطه  -31 ) ( )222 −=Ε ννF22 را به ازاي >νو درستی رابطه ( )
( ) ( )42

422

2
2

21

12
2
22

−−

−+
=

ννν

ννν
σ F را به 

42ازاي >νنشان دهید . 
  : پاسخ

 
} را پیدا کنید، بطوري که05.0F;9,7مقدار -32 } 05.09,7;05.0 =≥ FFPمتغییر .( باشدF داراي توزیع F با 

 ) می باشد9 و 7درجات آزادي 
  : پاسخ

05.0;2,1 ، جدول Fبا مراجعه به جدول توزیع  ννFخواهیم داشت: 
( ) 20.405.0 9,7;05.09,7;05.0 =⇒=≥ FFFP  

 
} باشد،6 و 3 و درجات آزادي F متغییر تصادفی با توزیع Fاگر  -33 }76.4≥FP، { }6.6≥FP 

}و }5≤FPید را پیدا کن. 
  : پاسخ

 آن جدول α برابر مقدار مورد نظر باشد،6 و 3 با درجات آزادي F در هر جدول که مقدار توزیع Fبا مراجعه به جداول توزیع 
 :را به احتمال مورد نظر نسبت می دهیم، بنابراین خواهیم داشت
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 ١٨

( )
( )
( ) ( ) 978.0022.01515

05.06.6
025.076.4

6,36,3

6,3

6,3

=−≈≥−=≤

=≥

=≥

FPFP
FP
FP

 

 
 . را پیدا کنید90.0F;12,4 و95.0F،9,7;05.0F;7,9مقدار -34

  : پاسخ
 : خواهم داشتFبا مراجعه به جداول توزیع 

256.0
9.3

11
20.4

238.0
20.4
11

4,12;1.0
12,4;9.0

9,7;05.0

9,7;05.0
7,9;95.0

===

=

===

F
F

F
F

F

 

:توجه داشته باشید در حل این سئوال توجه به نکته مقابل الزامی است
1,2;

2,1;1
1

ννα
ννα F

F =− 

 
نقطه اصابت تیر کودك اول را با .  اندازي می کنندبه هدفی تیر) بطور مستقل(دو کودك  -35

)نمادهاي )11 ,YXو نقطه اصابت تیر کودك دوم را با نمادهاي ( )22 ,YX1 نشان دهیم، فرض کنیدX1 وY 
2توزیعهاي نرمال مستقل با میانگین صفر و واریانس

1σ2همچنین فرض کنید.  دارندX2 وY توزیعهاي نرمال 
2مستقل با میانگین صفر و واریانس

2σ1. تعریف می شوندD را فاصله نقطه اصابت تیر کودك اول از مرکز 
21نسبت)الف.  را هم مقدار متناضر براي کودك دوم تعریف کنید2Dهدف فرض کنید و σσ باید چه باشد 

21 رابطه90/0تا با احتمال  DD 21اگر) برقرار باشد؟ ب> σσ 21 با شد احتمال= DD   چقدر می شود؟>
   :پاسخ

 :با توجه به مفروضات مسئله خواهیم داشت
 )الف

( ) ( ) ( )

9.01

9.09.0

2
2

2
2

2
1

2
1

2
2

2
2

2
1

2
1

2
2

2
2

2
1

2
121

2
2

2
22

2
1

2
11

=







<

+
+

⇒

=+<+⇒=+<+=<

+=

+=

YX
YX

P

YXYXPYXYXPDDP

YXD

YXD

 

2حال از آنجا که مقادیر
1

2
1 YX 2 و+

2
2
2 YX  و مفروضات  مجهول می باشند با استفاده از تعریف توزیع نرمال استاندارد+

 :می کنیم این عبارات را به توزیع مورد استفاده تبدیل مسئله،
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 ١٩

( )

( )

( )

( )

( )

( )
1.09.0

2

2

~0

~0

~0

~0

2
1

2
2

2
1

2
2

2
1

2
2

2
2

2
2

2
1

2
2

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

2
1

2

2

2

2

2

2

2
1

2

2

2

2

2

2

2
1

2

1

1

2

1

1

2
1

2

1

1

2

1

1

=







>⇒=








<=



















<=



















<
+

+









=







 −









=







 −









=







 −









=







 −

σ
σ

σ
σ

σ
σ

χ

χ

σ
σ

σ

σ

χ
σσ

χ
σσ

χ
σσ

χ
σσ

FPFPP
YX

YX

P

YY

XX

YY

XX

 

حال با توجه به اینکه عبارت
( )

( )

2

2
2
2

2
2

χ

χ

 درجه آزادي می باشد و همچنین 2 و 2 با F داراي توزیع F با توجه به تعاریف توزیع 

1.02 نیز با توجه به عبارتαمقدار
1

2
2 =








>

σ
σ

FP اجعه به جدول توزیع  می باشد با مر1/0 مقدارF خواهیم 

:داشت
3
13 2

2

2
1

2
1

2
2 =⇒=

σ
σ

σ
σ 

 : با توجه به حل قسمت الف همین سئوال خواهیم داشت)ب

( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) 5.0

1
111

2

2

1

1

0
22,22

2

2
2

2
1

2
2

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

2
2

2
2

2
1

2
12

2
2
2

2
1

2
1

2
2

2
2

2
1

2
121

2
2

2
22

2
1

2
11

=
+

=<=


















<=



















<
+

+

⇒









<

+
+

=+<+=+<+=<

+=

+=

∫ X
FPP

YX

YX

P

YX
YX

PYXYXPYXYXPDDP

YXD

YXD

χ

χ

σ
σ

σ

σ

 

:در پاسخ به این سئوال توجه داشته باشید
( )22,2 1

1
X

F
+

≈ 

 
 تایی می 10مل، یک نمونه تصادفی از هر نحوه ع. تغییر پذیري دو نحوه عمل مورد مقایسه قرار می گیرد -36

.گیریم و واریانس نمونه آنها را مقایسه می کنیم








≥=








≥ 2
1

2
2

2
1

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1 33

S
S

P
S
S

P
σ
σ

σ
σرا پیدا کنید . 

  : پاسخ
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 ٢٠

 :با توجه به مفروضات مسئله داریم
( )

( )
( )

( )

( ) 025.03

33
9

9

3
1

1

33

9,9

2
9

2
9

2
2

2
2

2
1

2
1

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

2
2

2
1

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

≈≥⇒











≥





















≥=





















≥
−

−

=








≥=








≥

FP

P
S

S

P
Sn

Sn

P
S
S

P
S
S

P
χ

χ

σ

σ

σ

σ
σ
σ

σ
σ

 

 
,...,111اگر -37 XXانگین متغییر هاي تصادفی مستقل با توزیع نرمال هر یک با میXµ2 و واریانسσ و 

121,...,YYمتغییر هاي تصادفی مستقل با توزیع نرمال هر یک با میانگین Yµ2 و واریانسσباشند  :

( ) ( )








−≥− ∑∑
==

21

1

211

1

2
685.1

i
i

i
i YYXXPرا پیدا کنید . 

  : پاسخ
 :خواهیم داشت) S(توجه به مفروضات مسئله و همچنین واریانس نمونهبا 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( )

( )

( )

( )
( ) 01.0685.1*2

20
1

10
1

*685.1

20

10685.1685.1
20

10

20
685.1

10
20685.110685.1

20
1

1

10
1

1

20,102
20

2
10

2
20

2
10

2

2

2

2

2

2

2

2
22

21

1

211

1

2

2
21

1

221

1

22

2
11

1

211

1

22

=≥=




































≥=









≥=



















≥=









≥=≥=








−≥−

=−⇒−
−

=

=−⇒−
−

=

∑∑

∑∑

∑∑

==

==

==

FPPP
S

S

P

SS
PSSPYYXXP

SYYYY
n

S

SXXXX
n

S

Y

X

YX
YX

i
i

i
i

Y
i

i
i

iY

X
i

i
i

iX

χ

χ

χ

χ

σ

σ

σσ

 

)اگر -38 ) ( )∑∑
==

−−=
n

i
i

n

i
i YYXXZ

1

2

1

2
 و Xµ توزیع نرمال با میانگینiX باشد که در آن

2واریانس
Xσو iY قل ازمستiX توزیع نرمال با میانگین دارايYµ2 و واریانس

Yσ،است ( )ZΕرا پیدا کنید . 
  : پاسخ

 :خواهیم داشت 37 و همچنین پاسخ سئوال با توجه به مفروضات مسئله

( )
( )

( )
( )
( )

( )

( )
( )

( )

( ) ( )( )

( )

2

2

2

1,12

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

2
1

21
1

1

1
1

1

1
1

















−
−
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−−

−








=

Ε







=



























−








 −
−








 −









Ε=








−
−

Ε=



















−

−
Ε=Ε −−

=

=

∑

∑

X

Y

X

Y

nn
X

Y

Y

Y

X

X

X

Y

Y

X
n

i
i

n

i
i

n
n

n
n

F

n

Sn
n

Sn

Sn
Sn

YY

XX
Z

σ
σ

σ
σ

σ
σ

σ

σ

σ
σ
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 ٢١

)شته باشیدتوجه دا )
12

2
2,1 −

=Ε
ν

ν
ννF مراجعه کنید31ئوال س، براي اثبات این نکته نیز به پاسخ . 

 
,...,1اگر -39 XXnمتغییر هاي تصادفی مستقل با توزیع نرمال هر یک با میانگین Xµ2 و واریانس

Xσ و 
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 .توزیع خاصی ندارد) ه
 )و

( )1,0C
Z
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 :داریم) الف(، با توجه به پاسخ بند Xµ=0اگر) ز
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 .می باشداز آنجا که در این عبارت صورت کسر یک توزیع نرمال و مخرج آن عددي ثابت است لذا خروجی توزیع نرمال ) ح
 :داریم) الف(، با توجه به پاسخ بند Xµ=0اگر) ط

( )1~ −n
X

t
S

nX  

از آنجا که در این عبارت تفریق دو توزیع نرمال مورد توجه است و این عمل اصلی تاثیري بر روي توزیع کلی نگذاشته و ) ي
 .لذا خروجی توزیع نرمال می باشد

 
ا توزیع نرمال و میانگین صفر  نمونه هاي تصادفی مستقل هر دو بjY ،j=1,…,9 وiX ،i=1,…,7فرض کنید -40

و با واریانسهاي به ترتیب،
4
 و1
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 . هستند1

) الف
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i YXPرا پیدا کنید . 

) را چنان پیدا کنید که رابطه aمقدار ثابت )ب ) 05.0=> YSXaPدر این رابطه،.  برقرار باشدX میانگین 
 . استjY ،j=1,…,9 انحراف معیار نمونهYS وiX ،i =1,…,7نمونه
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 ٢٣

  : پاسخ
 :با توجه به مفروضات مسئله خواهیم داشت
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 : خواهیم داشتtحال با مراجعه به جدول توزیع 

642.1860.1
3
72*1

860.18,05.0

=⇒=

=

a
a

t
 

روش تبدیل توزیع نرمال به توزیع کاي مربع و پس از آن تبدیل توزیع کاي مربع به از توجه داشته باشید در حل قسمت الف 
 .به تفضیل بیان شده است 30 استفاده شده است که در پاسخ سئوال Fتوزیع 
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 ٢۴

 و 2µ و1µ متغییرهاي تصادفی مستقل با توزیع نرمال و به ترتیب با میانگینهاي2X و1Xصور کنیدت -41
52413هستند و2σ و1σواریانسهاي

2
22

2
11 aXaXaXaXaY  را چنان iaمقادیر)الف.  است=++++

ر) درجه آزادي داشته باشد، ب2 توزیع مربع کاي با Yتعیین کنید که  2اگ
2

2
1 σσ = 

)باشد، ) 




 −>− 2

2211 µµ XXPرا پیدا کنید . 

  : پاسخ
 :با توجه به مفروضات مسئله داریم
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 :ت بالا خواهیم داشتبا بست عبار
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52413حال با توجه به عبارت
2
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11 aXaXaXaXaY  : و مقاسیه آن با عبارت بالا خواهیم داشت=++++
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22 اگر)ب
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1 σσσ  : باشد، آنگاه خواهیم داشت==
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ا یک درجه آزادي را می توان با بtتوزیع توجه داشته باشید 







+ 21
11
Xπ

 . تقریب زد

 
 قلم کالاي ناقص در یک 3 و 2، 1 باشد، احتمال کسب دقیقا صفر، 2/0اگر احتمال ناقص بودن یک قلم کالا  -42

  قلم کالاي ناقص چقدر است؟2 تایی چقدر است؟ احتمال کسب کمتر از 3نمونه 
  : پاسخ

 " و با توجه به شرح سئوال  تایی بدانیم3 را تعداد کالاي ناقص در یک نمونه Xسئله چنانچه متغییر با توجه به مفروضات م
 P=0/2 و n=3با  )بینم(دو جمله اي از توزیع  "  تایی3 قلم کالاي ناقص در یک نمونه 3 و 2، 1احتمال وجود دقیقا صفر، 

 ، بنابراین) تعداد پیروزیها را بشماردX هم تکرار کنیم و متغییر  بار متوالی و مستقل ازnآزمایش برنولی را  (پیروي می کند
 :خواهیم داشت
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تفاده کنید و احتمال وجود دست کم س باشد، از تقریب پواسون ا1/0اگر احتمال ناقص بودن یک قلم کالا  -43
را )  تایی50در نمونه (لم کالاي ناقص  تایی و احتمال وجود دقیقا صفر ق50 در یک نمونه صسه قلم کالاي ناق

 .پیدا کنید

    

www.iedoc.ir

http://www.pdffactory.com
http://www.ieun.ir/


 ،مهدي عزیز محمدي ابوالفضل کاظمی:مولف -دکتر محلوجی: لیبرمن، ترجمه: تالیف حل المسائل کتاب آمار مهندسی
 

 ٢۶

  : پاسخ
 " تایی بدانیم و با توجه به شرح سئوال 50 را تعداد کالاي ناقص در یک نمونه Xبا توجه به مفروضات مسئله چنانچه متغییر 

 پیروي P=0/1 و n=50 با) بینم( از توزیع دو جمله اي " تایی 50 در یک نمونه صاحتمال وجود دست کم سه قلم کالاي ناق
، بنابراین خواهیم ) تعداد پیروزیها را بشماردX بار متوالی و مستقل از هم تکرار کنیم و متغییر nآزمایش برنولی را (می کند 

 :داشت
( )1.0,50~ bX  

 توزیع پواسون تقریب می حال از آنجا که در مفروضات مسئله استفاده از توزیع پواسون قید شده است توزیع دوجمله اي را با
 :زنیم و داریم
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 . را با استفاده از تقریب نرمال حل کنید43مسئله  -44

  : پاسخ
 براي آنکه بتوان این سئوال را با تقریب نرمال حل نمود می بایست مقدار میانگین و واریانس 43با توجه به مفروضات مسئله 
 :در نتیجه خواهیم داشتتوزیع نرمال را بدست آورد، 
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در مبحث نمونه . در واحدهاي تولیدي برآورد مدت اشتغال مولد یک کارمند اغلب عملی مفید است -45

، اغلب از طریق گرفتن یک نمونه تصادفی و تعیین نسبت Pگیري از کار درصد مدت اشتغال یک کارمند، 
nDPش، یعنی،دفعات اشتغال به مجموعه دفعات آزمای ، P̂بدین ترتیب برآورد کننده.  برآورد می شودˆ=

اگر از تقریب نرمال استفاده شود، رابطه براي تعداد مشاهدات . مرتبط استبه متغییر تصادفی دو جمله اي 
 P با مقدار حقیقی±03.0 تفاوتی بیش از95/0ا احتمال  بP̂لازم پیدا کنید، بطوریکه مقدار برآورد شده
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 ٢٧

) را چنان تعیین کنید کهnبه زبان احتمال . نداشته باشد ) 95.003.0ˆ03.0 >≤−≤− PPP برقرار 
 Pانیم  است دو حالت را در نظر بگیرید، اگر بدPاگر مسئله درست حل شده باشد، جواب تابعی از .باشد

 را پیدا کنید که به ازاي تمام مقادیر n کاملا مجهول باشد، آن مقدار Pاگر .  را بیابیدn است مقدار70/0تقریبا 
P از صفر تا یک، بزرگترین عدد است. 
  : پاسخ
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 :حال با مراجعه به جدول توزیع نرمال خواهیم داشت
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 : باشد داریمP=0/70نچه حال چنا
( ) ( )( ) 8973.07.0*4.42681*4.4268min ==−= PPn  

 )با توجه به خاصیت مشتق گیري: ( داریمnبراي بدست آوردن بالاترین مقدار 
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در نظر خواهی اخیر در مورد انتخابات ریاست جمهور، این تمایل وجود داشت که پیش از انتخابات برنده را -46

ه را با قبول فرض وجود تنها دو نامزد و تعیین برنده بر اساس اکثریت آراي مردم ساده مسئل. پیش بینی کنند
 تایی پیش از انتخابات از راي دهندگان گرفته می شود و تعیین اندازه نمونه لازم nیک نمونه تصادفی . کنید

، یعنی درصد Pراي می دهند بعنوان برآورد ، nV1،1درصد کسانی در نمونه که با نامزد شماره . مد نظر است
اگر توزیع دوجمله اي کاربرد پذیر باشد، با استفاده از . راي می دهند، بکار می رود1کسانی که به نامزد شماره 

 تقریبا Pمعلوم است که) 1:دو حالت را در نظر بگیرید.  را چنان بیابید که رابطه برقرار باشدnتقریب نرمال، 
 در فاصله صفر تا یک، P را به ازاي تمام مقادیر n کاملا مجهول است و باید بزرگترین مقدار P) 2.  است50/0

 .تعیین کرد
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 ،مهدي عزیز محمدي ابوالفضل کاظمی:مولف -دکتر محلوجی: لیبرمن، ترجمه: تالیف حل المسائل کتاب آمار مهندسی
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