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تخصیص منابع محدود به فعالیت هاي تعریف شده جهت افزایش بازدهی و یافتن بهترین راه حل بهینه را برنامه  ریزي خطی : برنامه

 ریزي خطی می گویند.

 مفروضات یک مسئله ي برنامه ریزي خطی :

هاي تابع هدف و متغیر تناسب : یعنی هر فعالیت به تنهایی و مستقل از سایر فعالیتها عمل نموده و میزان افزایش و یا کاهش متغیر -1
 هاي محدودیتها متناسب با تغییرات ان متغیر می باشد.

جمع پذیري : تابع هدف از مجموع تک تک متغیرها حاصل می شود. همچنین محدودیت ها نیز از مجموع تک تک مقادیر مصرف  -2
 شده از منابع حاصل می شود.

د دلخواهی قابل تقسیم بوده ، فلذا متغیر هاي تصمیم گیري ، هر مقدار غیر بخش پذیري ( قابلیت تقسیم ) : هر فعالیت به هر عد -3
 صحیح را نیز می توانند شامل گردند.

 ) مقادیري ثابت و معلوم می باشند. c,a,bمعین بودن(قطعیت) : همه ي پارامترهاي مسئله (  -4

 به دو روش زیر قابل حل می باشد : :  )IPبرنامه ریزي عدد صحیح (

 Branch and Boundروش انشعاب و تحدید  -1

 Gommoryروش برش گومري  -2

 روش انشعاب و تحدید ( شاخه و کران )

 از ویژگی هاي این روش عبارتند از :

 تقسیم منطقه ي موجه به منطقه هاي کوچکتر. -

 بررسی امکان پاسخ در منطقه هاي کوچکتر. -

 منطقه هاي کوچکتر. بیانگر یک مسئله ي فرعی. -

بهینه ي برنامه ریزي خطی و برنامه ریزي عدد صحیح رابطه ي زیر با یکدیگر جواب هاي 
         دارند:                                                                                       

Z*
IP ≤ Z*

LP  

 گام هاي الگوریتم 

 حل مسئله بدون در نظر گرفتن شرایط عدد صحیح  -1

 پیدا کردن مقدار بهینه ي مسئله  -2

را به عنوان بدترین مقدار تابع هدف در نظر می  -∞اگر پاسخ عدد صحیح باشد فرایند متوقف می گردد، در غیر اینصورت مقدار  -3
 گیریم.( حد پایین )
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 است. ZLPهمان  IP*بهترین مقدار تابع هدف 

پیدا شود، مقدار بدست امده را جایگزین مقدار قبلی جواب بهینه می  هر وقت در فرایند حل پاسخ موجه صحیح که بهتر باشد -4
 کنیم.

 در هر گام، تقسیم منطقه ي موجه با افزودن یک محدودیت جدید ( به کمک متغیر شاخه زنی) توسعه می یابد. -5

 براي شاخه زنی.  xjانتخاب متغیر شاخه زنی  -6

 بدست می اید ویک مسئله ي فرعی با افزودن محدودیت    xj<Ljیک مسئله ي فرعی با افزودن محدودیت  -

xj > Lj + 1  .است 

*xبرابر بزرگترین عدد صحیحی است از مقدار   Ljمقدار ثابت -
j .کوچکتر می باشد 

- x*
j  از حل مسئله يLP .بهینه ي اولیه تعیین می گردد 

 مثال :

Max  5x1 + 8x2 

S.t.  

        X1 + x2 ≤ 6 

        5X1 +9 x2 ≤ 45 

        X1 , x2 ≥0 

 

  x2 : 3.75     x2≤3     x2≥4 

 

 

 

 

 

 

 

 

X2 

 

X2 

 

X2 

 

X1 

X1 X1 
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 انتخاب می شود. Z=40بھین را انتخاب می کنیم کھ مقدار  Zاز بین مقادیر بھ عمق رسیده بالا 

 

Z=41.25 

X1=2.25,X2=3.75 

Z=41 

X1=1.8,X2=4 

Z=39 

X1=3,X2=3 

Z=40.55 

X1=1,X2=4.44 
 غ.ق.ق

 

Z=37 

X1=1,X2=4 

Z=40 

X1=0,X2=5 

X2≥4 X2≤3 

X1≥2 

X1≤1 

X2≤4 

 

X2≥5 

X2 

X1 

X2 

X1 
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 روش ترسیمی حل کنید. مسئله ي زیر را به کمکتمرین/ 

Max   Z= 3x1 + 5x2                                                                             

S.t.                                                                                                    

2x1 + 4x2≤24                                                                           

x1 ≤ 8                                                                          

2x2 ≤ 10                                                                        

X1 , x2 ≥0                                                                                        

 

 الگوریتم انشعاب و تحدید ( دو متغیره )

جدید ناشی از انشعاب، یک محدودیت حددار است که با انجام تغیر متغیري به صورت زیر و بدون نیاز روش تغیر متغیر : هر محدودیت  -
 ئل فرعی جدید از اغاز، و ثابت نگه داشتن تعداد محدودیت ها در تمام مسائل، قابل حل می شود.به حل مسا

1.  xj>=Lj                 xj= Lj + yj               yj =xj - Lj  

2.  xj<=Lj                uj= xj + yj               yj =uj – xj 

 و سایرمسائل فرعی ناشی از ان به روش سیمپلکس حل می شود. P0در این شیوه مسئله ش سیمپلکس : ور -

 ویژگی هاي این روش عبارتند از : از 

 زمان بر بودن، هر شاخه به معناي اضافه کردن یک محدودیت جدید است.

 روش سیمپلکس تجدید نظر شده (تحلیل حساسیت) -

ست، با استفاده از محدودیت اضافه شده میتوان به کمک تحلیل زمان حل کاهش می یابد اما براي مسائل با ابعاد بزرگ زمان بر ا
 حساسیت، تغییرات را تعیین نمود.

 و تحدید براي حالات چند متغیره  الگوریتم انشعاب

 چگونگی انتخاب شاخه زنی : -

 روش بهترین کران  -1

 انتخاب مسئله اي با بهترین کران   -

 پیدا کند. ممکن است تعداد تکرارهاي مود نیاز کاهش  -

 ممکن است شانس بیشتري براي دستیابی به مقدار تابع بهینه داشته باشیم.  -
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 روش جدیدترین کران  -2

 به خاتمه یا ژرفا نرسیده باشیم).انتخاب اخرین مسئله ي فرعی ( به شرطی که   -

                                              مثال :                    

Max   Z= 5x1 +8 x2                                                                       

S.t.                                                                                             

X1 + x2 <= 6                                                             

5X1 +9 x2 <= 45                                                      

X1 , x2 >=0                                                                             

 

R.H.S S2 S1 X2 X1  
 41.25 3/4 5/4 0 0 z 
2.25 
3.75 

 

-1/4 
1/4 

9/4 
-5/4 

0 
1 
 

1 
0 
 

X1 
X2 

 
 می شود: براي انشعاب انتخاب  X2له فاقد جواب عدد صحیح است، ئمساز آن جاکه 

 

X2 ≤ 3             x2 + y2 =3 

X2 ≥ 4             x2 = y2 + 4 

 

X2 ≥ 4 

R.H.S S2 S1 Y2 X1  
 41.25 3/4 5/4 0 0 z 
2.25 
-1/4 

-1/4 
1/4 

9/4 
-5/4 

0 
1 

1 
0 

X1 
Y2 

41 1 0 1 0 Z 

9/5 
1/5 

1/5 
-1/5 

 

0 
1 

9/5 
-4/5 

 

1 
0 

X1 
S1 
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X2 ≤ 3 

 

       

        

 

 

 

 چون جواب بهینه است،این شاخه به عمق رسیده است.

 : X1ادامه انشعاب از شاخه 

X1 ≤ 1             x1 + y1 =1 

X1 ≥ 2             x1 = y1 + 2 

 

X1≥2 

R.H.S S2 S1 Y2 Y1  
 41 1 0 1 0 z 

-1/5 
1/5 

 

1/5 
-1/5 

0 
1 

9/5 
-4/5 

 

1 
0 
 

Y1 
S1 

 

Y1  .متغیر خروجی است،اما عدد منفی در سطر لولا وجود ندارد.در نتیجه این شاخه به عمق می رسد 

X1 ≤1 

R.H.S S2 S1 Y2 Y1  
 41 1 0 1 0 z 

-4/5 
1/5 

 

-1/5 
-1/5 

0 
1 

-9/5 
-4/5 

 

1 
0 
 

Y1 
S1 

40.55 8/9 0 0 5/9 Z 
4/9 
5/9 

1/9 
-1/9 

0 
1 

1 
0 

-5/9 
-4/9 

Y2 

S1 

 

 .ادامه ي مسئله به عهده ي دانشجو می باشد / تمرین

R.H.S S2 S1 Y2 X1  
 41.25 3/4 5/4 0 0 z 
2.25 
-3/4 

 

-1/4 
-1/4 

9/4 
5/4 

0 
1 
 

1 
0 
 

X1 
Y2 

39 0 5 3 0 Z 
3 
3 

0 
1 

1 
-5 

-1 
-4 

1 
0 

X1 
S2 
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منظور از روش محدودیت برش به این طریق را اولین بار ارائه کرد.  1958در سال   (Gomory)گموري روش برش صفحات گموري :

صفحه برش دهنده این است که مجموعه محدب فضاي جواب را تغییر دهند به طوریکه نقطه حدي مقتضی تماما عدد صحیح شوند.این 
رات نباید هیچ یک از جوابهاي گونه تغییرات در مرزهاي فضاي جواب باید باز هم یک مجموعه محدب بدست دهد.همچنین این تغیی

یا سیمپلکس دوگان مسئله ي مورد  بر مبناي روش سیمپلکس ابتدا بنابر این موجه با اعداد صحیح مسئله اصلی را از فضاي جواب ببرد. 
حل اضافه کردن محدودیت هاي جدید به طوریکه بخشی از فضاي  نظر حل می شود،اگر جواب بهینه ي مسئله غیر عدد صحیح شود با

با یک یا  ، مسئله را با بکارگیري روش سیمپلکس ثانویه ادامه می دهیم.و منجر به عدد صحیح شدن یک یا چند متغیر تصمیم شود باشند
 چند برش متوالی به جوابی موجه و عدد صحیح می رسیم.

 باشد کاهش پیدا می کند( به صورت پی در پی )  Maxمقدار تابع هدف اگر  -

  W1………..…..W4………….......Wn             V1…………..Vi…………………..Vm R.H.S  

 Z Z1 – C1   . . . .   Zi – Ci    . . . .Zn – Cn         0 . . . . . . .  0 . . . .  . . . . . . . .0   

 Y1 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

Ym 

 A11 . . . . . . . . a1i . . . . . . . .a1n              1                 0                          0 
.                        .                    .                  .                  .                           . 
.                        .                    .                  .                  .                           . 
Ai1                         aii                  ain                0                 1                          0 
.                                   .                    .                  .                   .                          . 
.                        .                    .                  .                   .                          . 
.                                 .                    .                  .                   .                           . 
Am1                 ami               amn               0                  0                         1 

 B1 

. 

. 

.bi 
. 
. 
. 

Bm 

      
 

  Wمتغیر غیر اساسی 

   Vمتغیر اساسی 

Ai1 W1 + ai2 W2 + ⋯+ aij Wj + ⋯+ ain Wn + Vi = bi 

 معینی براي برش فضاي حل به گونه اي که مقدار صحیح حاصل گردد.هدف : نامعادله ي 

∑ aij W𝑗  + V𝑖 = b𝑖 (1)        

 معادل است با : biشامل دو بخش عدد صحیح و کسري است.مقدار غیر عدد صحیح  biو  aijهر کدام از ضرایب 

bi = [bi]𝐼 + [bi]F                         0 ≤ [bi]F ≤ 1 

 

aij = [aij]I + [aij]F                    0 ≤ [aij]F
≤ 1 
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 ) را می توان اینگونه نوشت :1به این ترتیب معادله ي (

�{[aij]I + [aij]F} Wj  + Vi = [bi]I + [b𝑖]F 

�[aij]I W𝑗 + �[aij]F
 Wj  + Vi = [bi]I + [b𝑖]F 

 

عدد صحیح را به عدد صحیح باشند.با توجه به این نکته، مقادیر باید  Wjو  Viبراي مسائل عدد صحیح محض، کله ي متغیرهاي 
 سمت چپ معادله فوق منتقل کنید.

�[aij]I W𝑗 − [bi]I  + Vi = [b𝑖]F −�[aij]F
 Wj 

 از انجا که همه مقادیر سمت چپ عدد صحیح هستند، سمت راست معادله نیز باید عدد صحیح باشند، یعنی 

 [b𝑖]F − ∑[aij]F Wj            (2)       .باید عدد صحیح باشد 

 است، انگاه : Wij≥0چون بخش کسري هر عدد مقداري غیر منفی و 

�[aij]I
 W𝑗 

 است.  F[bi]) کم شود، حاصل ان کم تر از 2، (معادله ي F[bi]مقداري غیر منفی است که اگر از 

[b𝑖]F − ∑[aij]F Wj ≤ [b𝑖]F                                                    (3) 

 

کوچکتر یا مساوي ان باشد.این وضعیت فقط وقتی  F[bi]مقدار سمت چپ که مقداري عدد صحیح است باید از  3با توجه به نامعادله ي 
 رخ می دهد که سمت چپ صفر یا منفی باشد.بنابراین:

[b𝑖]F −�[aij]F Wj ≤ 0 

 معروف است :موري در نتیجه شرط عدد صحیح بودن به صورت زیر در می آید که به نا معادله ي گ

   

−�[aij]F
 Wj ≤ −[b𝑖]F 

 :        معروف است موريگ رشبه محدودیت فوق،معادله ي زیر بدست می آید که به بSgi با افزودن متغیر کمک 

  

−�[aij]F
 Wj + Sgi ≤ −[b𝑖]F 
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متغیري عدد صحیح است و یک قاعده ي کلی در حل   Sgiدر معاله ي فوق که به محدودیت گموري یا برش گموري مشهور است در ان 
 شود.می بزرگتري دارد براي انشعاب انتخاب می شود و سطر منبع نامیده  F[bi]مسائل با این روش این است که سطري که مقدار 

گر ضرایب کسري همینطور یک شرط اساسی این است که باید تمام ضرایب و مقدار اعداد سمت راست هر محدودیت عدد صحیح باشند.ا
وجود داشت با ضرب دو طرف محدودیت اصلی در کوچکترین مضرب مشترك مخرج هاي کسرهاي ضرایب می توان محدودیت با ضرایب 

 عدد صحیح تشکیل داد.

 گام هاي پیاده سازي الگوریتم 

 تبدیل ضرائب و مقادیر سمت راست محدودیت ها به عدد صحیح. -1

 حل مسائل به کمک سیمپلکس :  -2

 اگر مقدار متغیرها صحیح باشد توقف می کنیم.  -

 اگر مساله غیر موجه باشد جواب نداریم( بدون پاسخ ).  -

 در غیر اینصورت به گام بعدي میرویم.  -

 انتخاب متغیر پایه با مقدار غیر صحیح و تعریف محدودیت برش گوموري. -3

 .3سیمپلکس ثانویه و رفتن به گام حل به کمک               رش به جدول نهایی سیمپلکسافزودن محدودیت ب -4

 مثال :

 

Min  Z= x1 – 2x2                                                                                                  

S.t.                                                                                         

2x1 + x2 <=5                                                                            

-4x1 + 4x2 <=5                                                                           

X1 , x2 >=0                                                                           

 

 

 

 

 برلی انشعاب انتخاب می شود. X2 ،است X1بیش تر از مقدار کسري   X2چون مقدار کسري 

 

R.H.S S2 S1 X2 X1  
15/4 5/12 1/3 0 0 z 
1  1/4 
2   1/2 

 

-1/12 
1/6 

1/3 
1/3 

0 
1 
 

1 
0 
 

X1 
X2 
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−(
1
3

S1 +
1
6

S2) + Sg1 = −
1
2
 

 

 

R.H.S Sg1 S2 S1 X2 X1  
15/4 0 5/12 1  1/3 0 0 z 

1   1/4 
2   1/2 
-1/2 

0 
0 
1 

-1/2 
1/6 
-1/6 

1/3 
1/3 
-1/3 

0 
1 
0 

1 
0 
0 

S1 
S2 
Sg1 

13/4 1 1/4 0 0 0 z 
3/4 
2 

3/2 
 
 

1 
1 
-3 

-1/4 
0 

1/2 

0 
0 
1 

0 
1 
0 

1 
0 
0 

  X1 

X2 

S1 

 

−(
3
4

S2 + Sg1(0)) + Sg2 = −
3
4
 

−
3
4

S2 + Sg2 = −
3
4
 

R.H.S Sg2 Sg1 S2 S1 X2 X1  
13/4 0 1 1/4 0 0 0 z 
3/4 
2 

3/2 
-3/4 

0 
0 
0 
1 

1 
1 
-3 
0 

-1/4 
0 

1/2 
-3/4 

0 
0 
1 
0 

0 
1 
0 
0 

1 
0 
0 
0 

X1 

X2 
S1 

Sg2 

 

 *پاسخ غیر موجه بنابراین با سیمپلکس ثانویه اصلاح می کنیم.

 

R.H.S Sg2 Sg1 S2 S1 X2 X1  
3 1/3 1 0 0 0 0 z 
1 
2 
1 
1 

-1/3 
0 

2/3 
-4/3 

1 
1 
-3 
0 

0 
0 
0 
1 

0 
0 
1 
0 

0 
1 
0 
0 

1 
0 
0 
0 

X1 

X2 
S1 

S2 

 

 

Z* = 3 , x1 = 1 , x2 = 2  
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 رينمایش ترسیمی برش گمو

 x1,x2)ترسیم محدودیت هاي برش بر مبناي متغیرهاي تصمیم (

 برش ها براساس متغیرهاي کمکی توسعه می یابند.

 قراردادن مقادیرمتغیرهاي کمکی در محدودیت هاي برش

2X1 +X2 +S1=5      (1)                                          S1=5-2X1 -X2                 

-4X1 +4X2 +S2=5   (2)                                          S2 =5+4X1 -4X2    

 

 S2  ≤-1/2 S1 -1/6 -1/3                  (b)از قبل داریم :                                               

  (b)وX2                (a) ≥ 2               (3)                                  برش دوم :                

         3X1 +3X2 ≤ 3                    -3/4 ≤ S2  -3/4-                     برش دوم :                      (4)

 

 

 

 Z*=13/4 , X1=5/4 , X2=2   (4) (2) 

 

  (3) 

 

 

 (1) 

 به کمک روش گموريحل مسئله زیر  /تمرین

Min Z =X1-3X2                            

S.t.                              

                                      X1-X2 ≤ 2  

                                2X1+4X2 ≤ 15 

                                X1 ,X2 ≥ 0  and   Int 

 

 

(a) 
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 الگوریتم برش همگی عدد صحیح

جدول تا قبل از رسیدن به جواب نهایی بر مبناي مفهوم ثانویه نهاده شده است.در ان برش، جواب هاي مسئله در هر  قبل برش گفته شده
داراي داراي مقادیري غیرعدد صحیح هستند و این وضعیت تا رسیدن به جواب بهینه ادامه می یابد.اگر الگوریتم به هر دلیل (شاید بخاطر 

 محاسبات بیش از حد) متوقف شود، هیچ جواب موجه عدد صحیحی به دست نمی اید.

استفاده می شود.. با انجام این  (primal all-integer cut)الگوریتم برش اولیه ي تماما عدد صحیح براي جلوگیري از این مشکل از 
برش جواب تمام تکرارها مقادیر عدد صحیح است.ضرورت انجام این برش نیز مستلزم عدد صحیح بودن ضرایب کلیه ي متغیرهاي تصمیم 

متغیر ورودي باشد، انگاه مانند روش   xkنشان داده شوند و   biراست را با  و اعداد سمت راست در جدول ابتدایی است.اگر اعداد سمت
 سیمپلکس متغیر خروجی بر اساس رابطه ي زیر مشخص می شود:

 

Min    bi/aik      =br/ark      ;  i=1,2,…,m  

        برش زیر به مسئله اضافه د،بو ark <1واگر  ،از روش سیمپلکس معمولی استفاده می شود aik(=1   ark≤ 1 اگر با توجه به اینکه (
 : می شود

∑[arj
ark

]xj+si=�|
𝑏𝑟
𝑎𝑟𝑘

|� 

Xj     متغیر غیراساسی       Si متغیر کمکی 

 گام هاي الگوریتم:

 با جدول ابتدایی که همگی عدد صحیح هستند ،شروع می کنیم. -1

 رویم. می 3گر جدول بهینه باشدتوقف می کنیم ،در غیر اینصورت به گام  -.2

،ادامه حل با روش  ark=1خروجی را تعین می کنیم.اگر  به عنوان متغیر ورودي در نظر می گیریم. متغیر  xkمتغیر غیرپایه ایی  -3
 ، برش مربوطه اضافه می شود. ark>1 اگرو سیمپلکس معمولی 

 می رویم. 2اضافه کردن برش به جدول نهایی به گام 

 مثال :

Max Z = X1+ 4X2 

S.t. 

5X1+ 7X2 ≤ 21 

-X1+3X2 ≤ 8 

       X1 ,X2 ≥ 0 
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 حل مسئلھ:

 X1+3X2+S2 = 8-                         سطر منبع                   

 

R.H.S S3 S2 S1 X2 X1  
0 0 0 0 -4 -1 z 

21 
8 

0 
0 
1 

0 
1 
0 

1 
0 
0 

7 
1 
1 

5 
-1 
-1 

S1 
S2 
S3 

         

1−                                                            معادلھ برش
3

 x1 + 3
3

x2 + S3 = 8
3

 

 

R.H.S S4  S3 S2 S1 X2 X1  
8 0 4 0 0 0 -5 z 
7 
2 
2 
0 

0 
0 
0 
1 

-7 
-3 
1 
-1 

0 
1 
0 
0 

1 
0 
0 
0 

0 
0 
1 
0 

12 
2 
-1 
1 

S1 
S2 
X2 
S4 

 

12−معادلھ برش                                           
12

 x1 + −7
12

S3 + S4 = 7
12

                

 

R.H.S S5 S4 S3 S2 S1 X2 X1  
8 0 5 -1 0 0 0 0 z 
7 
2 
2 
0 
1 

0 
0 
0 
0 
1 

-12 
-2 
1 
1 
-3 

5 
-1 
0 
-1 
1 

0 
1 
0 
0 
0 

1 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
1 
0 
0 

0 
0 
0 
1 
0 

S1 
S2 
X2 
X1 
S5 

 

𝑠𝑠1 + 5𝑠𝑠3 − 12S4 = 7 

1−معادلھ برش                                           
5

s1 + 5
5

S3 +  −12
5

S4 = 7
5

 

   

R.H.S S5 S4 S3 S2 S1 X2 X1  
9 1 2 0 0 0 0 0 z 
2 
3 
2 
1 
1 

-5 
1 
0 
1 
1 

3 
-5 
1 
-2 
-4 

0 
0 
0 
0 
1 

0 
1 
0 
0 
0 

1 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
1 
0 
0 

0 
0 
0 
1 
0 

S1 
S2 
X2 
X1 
S3 

 

 بھ پایان رسید.الگوریتم 

 

 اضافھ کردیم

 سطر منبع

 

 اضافھ کردیم اضافھ کردیم

 سطر منبع
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 برنامه ریزي عدد صحیح مختلط

در بعضی از مسائل ممکن است با شرایطی مواجه شویم که چند متغیر از متغیرهاي تصمیم عدد صحیح باشند، در نتیجه براي حل اینگونه 
 مسائل از الگوریتم انشعاب و تحدید و صفحات برشی میتوانیم استفاده کنیم.

اگر متغیري شرط عدد صحیح بودن را نداشته باشد،  براي ان انشعابی صورت نمی گیرد و انشعاب فقط روي متغیرهاي عدد صحیح صورت 
همان الگوریتم عدد موفق به ابداع راه حلی براي مسائلی با این شرایط شد که پایه ي این الگوریتم  1960می گیرد.گموري در سال 

 صحیح محض است.

 زیر براي یک مسئله ي برنامه ریزي خطی با مقداري غیر عدد صحیح نوشته شده است:معادله ي 

Xi ≥ 0    , yi  ∈ Ing 

 Vi ={|b𝑖| + ⌊b𝑖⌋} -∑ aij w𝑗  

Vi -|b𝑖| =⌊b𝑖⌋ − ∑ aij w𝑗 

Wj  واند مقادیر غیر صحیح داشته باشد و می تaij .مقداري منفی یا مثیت اختیار کنند 

⌊b𝑖⌋ + {[b𝑖] − vi} ≥ 0   ,        ⌊b𝑖⌋ + {[b𝑖] − vi}  < 0 

∑ aij w𝑗j  ≥  ⌊b𝑖⌋                       �
[b𝑖]𝐹

[b𝑖]𝐹−1
�  ∑ aij w𝑗  >  |b𝑖| 

:بنابراین محدودیت گموري زیر بدست می آید  

Sg-�∑ aij w𝑗 + � ⌊bi⌋𝐹
⌊bi⌋𝐹−1

�  ∑ aij w𝑗� =  −⌊b𝑖⌋𝐹 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 یا
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 برنامه ریزي صفر ویک

مقادیر صفر و یک باشند، مسئله ي برنامه ریزي وقتی متغیرهاي تصمیم در یک مسئله ي برنامه ریزي خطی عدد صحیح، محدود به 
نامیده می شود یک -صفر  

یک را با بررسی تمام  ترکیب هاي ممکن از متغیرهاي تصمیم که بتوانند جوابی موجه ارائه کنند،  -یک مسئله ي برنامه ریزي صفر
ذیرد.در اینصورت، ترکیبی که در تمام محدودیت ها میتوان حل کرد.این کار با صفر یا یک قرار دادن مقدار متغیرهاي تصمیم صورت می پ

این صدق کند و تابع هدف را به بهترین مقدار برساند، جواب بهینه است.این روش، روش شمارش صریح گفته می شود.با این حال، انجام 
  متغیر تصمیم است. nترکیب از  2n روش نیازمند بررسی

ئله به به سرعت افزایش می یابد و قرار دادن این جواب ها در محدودیت ها و تابع هدف با افزایش تعداد متغیرها، جواب هاي ممکن مس
الگوریتم شمارش ضمنی را معرفی کرد که راه  1967براي رسیدن به جواب موجه و بهینه مستلزم صرف وقت زیادي است.بالاس در سال 

 وریتم را الگوریتم جمعی نیز می نامند.حلی براي کاهش جست و جو در میان جواب هاي ممکن مسئله است.این الگ

  

                                                            : مثال 

-4X3 +5X4 +3X5 Max Z =6 X1+ 2X2 

S.t. 

2X1+ X2+4X3 +10X4+1/2X5 ≤ 6 

    3      2     x        1/2        6        

 

 X5 =1                               X1 =1                                      X2 =1 

 Max Z =6+2+3=11 

Max  ∑ Cij Xj              C𝑗 ≤ 0j  

  S.t. �
∑ aij Xj  ≤ b𝑖

Xj = {0,1} 

� aij Xj ≥ b𝑖   
∗(−1)
����

j

−� aij Xj  ≤  −b𝑖
j

 

                                                           

∑ aij Xj = b𝑖     j             �
∑ aij Xj ≥ b𝑖

  ∑ aij Xj  ≤ b𝑖  
 

 

 

 

 

 Zارزش ھا در 

 سوم دوم ارزش بالاتراول 

Yi =I =1,2,…,m 
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 ضوابط شاخه زنی

هر متغیر ي که آزاد باشد و ضریب آن در تمامی محدودیت هایی که مقدار متغیر کمکی آن ها منفی است ، همگی مثبت باشد ، براي  -1
زنی انتخاب می شود.شاخه   

 Zi+Cj ≤ Zباشد اگر در رابطه ذیل صدق کند براي انشعاب انتخاب نمی شود.   Cjکه ضریب ان در تابع هدف  Xjمتغیر آزاد  -2

براي شاخه زنی باقی می مانند ،متغیري که براي آن مقدار قدر مطلق رابطه زیر  2و 1ي از میان متغیر هاي آزادي که پس از گام ها -3
 باشد ،انتخاب می شود . کمتر

 

V𝑗 = �min�0 , S𝑖 − a𝑖𝑗�
j=1

 

 به عمق رسیدن گرهضوابط 

 کمتر شود. Zlمقدار تابع هدف از  .1

�  مجموع ضرایب فنی متغیرهاي آزاد�نرسیدن به جواب موجه   .2 < |−S𝑖| 

 عدم وجود متغیر آزاد .3

  رسیدن به جواب موجه .4

 مثال :

-4X3 -7X4-5X5 Max Z =-8 X1+ -2X2 

S.t. 

3X1+3 X2-X3 -2X4-3X5 ≥ 2 

5X1+3 X2+2X3 +X4-X5 ≥ 4 

Xi ∈  {0,1}     i = 1,2, … ,5 

 حل مسئله:

3X1-3 X2+X3 +2X4+3X5+s1 ≥ 2- 

-5X1-3 X2-2X3 -X4+X5 +s2  ≥ 4 

X5  زیرا در هر دو قید مثبت وهم علامت  را صفر در نظر می گیریمS1 ,S2  .می باشد 

V1= min{0,−2 + 3} + min{0,−4 + 5} = 0                                     |0| 

V2 = min{0,−2 + 3} + min{0,−4 + 3} = −1                               |−1| 

V3 = min{0,−2 − 1} + min{0,−4 + 2} = −3                               |−3| 

V4 = min{0,−2 − 2} + min{0,−4 + 1} = −4                               |−4| 

Si    متغیر کمکی 

aij  متغیری با ضریب منفی 
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 قابل قبول است. V1توجه به اندازه ها 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

  

 

 

Z2 +C2 ≤ Zl            0-2≤-8   

Z3 +C3 ≤ Zl           0-3≤-8    

Z4 +C4 ≤ Zl           0-4≤-8   

V2=-1 ,v3=-3 ,v4=-4 

 

 

 

 

 

 

 

0 

1 2 

3 4 

5 6 

𝑠𝑠 = {1,1} 

Z=-8 𝑠𝑠 = {−2,−4} 

Z=0 

 برای گره ی دوم

𝑠𝑠 = {1,−1} 

Z=-2 

𝑠𝑠 = {0,1} 

Z=-6 

𝑠𝑠 = {1,−1} 

Z=-2 

𝑧𝑧 = −∞ 

Z=8 

X1=1 X1=0 

X2=1 

 گره نشدنی 

X3=0 

X3=1 
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 / با استفاده از روش انشعاب وتحدید مساله برنامه ریزي عدد صحیح زیر را بصورت ترسیمی رسم کنید. 1تمرین 

Min Z =2X1+3X2 

S.t. 

     X1+3X2 ≥ 5 

    2X1+X2 ≥ 6 

X1 ,X2 ≥ 0  and   Int 

 

 / با استفاده از روش انشعاب وتحدید مساله برنامه ریزي عدد صحیح زیر را حل نماید . 2تمرین 

 

Max Z = 3X1+ X2 +3X3 

S.t. 

2X1+ X2+X3 ≤ 2 

X1+2X2+3X3 ≤ 5 

2X1+2X2+X3 ≤ 6 

𝑥𝑥𝑖 ∈ Int       i: 1,2,3 

 

 مثال:

 Max Z =7 X1+ 9X2 

S.t. 

-X1+ 3X2 ≤ 6 

7X1+X2 ≤ 35 

X1 ,X2 ≥ 0     X𝑖 ∈ Int        

 حل:

 

 R.H.S S2 S1 X2 X1  
63 15/11 28/11 0 0 z 
7/2 
9/2 

1/22 
3/22 

 

7/22 
-1/22 

 

1 
0 
 

0 
1 
 

X2 

X1 
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Sg1 − (
3

22
S2 +

1
22

(
1
2

1 − 1
2

)S1) = −
1
2

 

R.H.S Sg1 S2 S1 X2 X1  
63  15/11 28/11 0 0 z 
7/2 
9/2 
-1/2 

0 
0 
1 

1/22 
3/22 
-3/22 

7/22 
-1/22 
-1/22 

0 
1 
0 

1 
0 
0 

X2 

X1 

Sg1 

 

R.H.S Sg S2 S1 X2 X1  
58 10 0 23/6 0 0 z 
7/2 
9/2 
-1/2 

1/3 
1 

-22/3 

0 
0 
1 

10/3 
-1/11 
1/3 

1 
0 
0 

0 
1 
0 

X2 

X1 

Sg 
 

 مثال:

 Max Z =2 X1+ 8X2 

S.t. 

2X1- 6X2 ≤ 3 

-X1+4X2 ≤ 5 

2X1+2X2 ≥ 13 

X1 ,X2 ≥ 0     Xi ∈ Int        

R.H.S Sg1 S3 S2 S1 X2 X1  
134/5 0 8/5 6/5 0 0 0 z 
42/5 

23/10 
21/5 
-1/5 

0 
0 
0 
1 

-1/5 
1/10 
2/5 
-2/5 

8/5 
1/5 
1/5 

-1/20 

1 
0 
0 
0 

0 
1 
0 
0 

0 
0 
1 
0 

S1 
X2 
X1 

Sg1 
 

𝑠𝑠𝑔1 − (2
5

S3 + (−1
4
)(−1

5
)S2) = −1

2
 

R.H.S Sg1 S3 S2 S1 X2 X1  
26 0 4 1 0 0 0 z 

17/2 
9/2 
4 

1/2 

-1/2 
1/4 
1 

-5/2 

0 
0 
0 
1 

13/8 
3/16 
-1/4 
1/8 

1 
0 
0 
0 

0 
1 
0 
0 

0 
0 
1 
0 

S1 
X2 
X1 

S3 

 

 

 

 معادلھ برش
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 ادامه مبحث برنامه ریزي صفر و یک

 ≥ b a1x1+a2x2+…+anxn                                                         :     مدل سازي صفر و یک -

 x1+x2+…+xn =1                                                            :   انتخاب یک متغیر -

 My1+a1x1+a12x2+…+a1nxn ≤ b1                                    انتخاب یک محدودیت : -

a21x1+a22x2+…+a2nxn ≤ b2+My2 

 
am1x1+am2x2+…+amnxn ≤ bm+Mym 

                                                   y1+y2+…+ym=m-1                      �𝑦 ∈ {0,1}
𝑀 = ∞

   

  

   تا را داشته باشیم ،به جاي محدودیت * داریم: mمحدودیت از  kاگر انتخاب  

y1+y2+…+ym=m-k 

نماید.جدول زیر مقادیرنرخ بازده هر یک از سرمایه گذاري / فردي قصد دارد از میان سه روش سرمایه گذاري یکی را انتخاب  مثال 
 ها را نشان می دهد.

 پروژه نرخ بازده

7% X1 

11% X2 

9% X3 

 

 حالات سرمایه گذاري :

 درصد مجموع سرمایه گذاري بیش تر باشد.           40.مجموع  سرمایه گذاري در پروژه اول ودوم نباید از 1

 پروژه سوم نباید از نصف مجموع سرمایه گذاري بیش تر باشد..مقدار سرمایه گذاري در 2

 .حداقل نصف سرمایه گذاري مربوط به پروژه اول وسوم باشد.3

Max Z=.07x1+.11x2+.09x3 

C1:  x1+x2≤ .4(x1+x2+x3)+My1 

C2:  x3 ≤ .5(x1+x2+x3)+My2 

C3:  x1+x3≥ .5(x1+x2+x3)-My3 

C4:  x1+x2+x3≤ 1 

C5:  xi≥ 0 

C6:  y1+y2+y3=2 

* 
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C7:  yi∈ {0,1}  ∀𝑖 = 1,2 
 

 مثال/اگر فضاي جواب به دو بخش تقسیم شود با استفاده از برنامه ریزي صفر و یک داریم :

 (انتخاب یکی از دو فضاي جواب )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

s1 �𝑥𝑥2 ≤ 4 + 𝑀𝑦
𝑥𝑥1 ≤ 2 + 𝑀𝑦                                                                   s2 � 𝑥𝑥1 ≥ 4 −𝑀(1 − 𝑦)

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 ≤ 6 + 𝑀(1 − 𝑦) 

𝑦 ∈ {0,1} ∶ 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 > 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

               s1 �𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 ≤ 6 + 𝑀𝑦
𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 ≥ 4 −𝑀𝑦                                                                   s2 �𝑥𝑥1

+ 𝑥𝑥2 ≤ 6 + 𝑀(1 − 𝑦)
𝑥𝑥2 ≤ 2 + 𝑀(1 − 𝑦)  

𝑦 ∈ {0,1} ∶ 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 > 0 

 

X2 

X1 

4 

4 2 

S1 

S2 

X1 

X2 

S1 

S2 

X2 ≤2 
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 تحلیل شبکه

 تعاریف و مفاهیم

ا  یا نقاط اتصال است که برخی یا تمام انها با شاخه ه (Nodes)شبکه یا گراف خطی شامل تعدادي گره شبکه یا گراف خطی : 

(branches)  .یا کمان هایی به هم وصل شده اند 

: اگر جریان در شاخه فقط در یک جهت مجاز باشد ( مانند خیابان یکطرفه )، به ان شاخه  (directed branch) شاخه ي جهت دار

 ي بدون جهت دار می گویند.

) : اگر جریان در شاخه در هر دو جهت مجاز باشد ( مانند خیابان دوطرفه ) به ان  undirected branch(  شاخه ي بدون جهت

 شاخه ي بدون جهت گویند.

 شود. iهر شاخه اي که وارد گره  شاخه ي پسرو :

 خارج شود. iهر شاخه اي که از گره  شاخه ي پیشرو :

 ا اغاز می شود و به گره مقصد منتهی می شود.هر مسیر متشکل از یک سري شاخه هایی است که از گره مبد : (Path)مسیر 

 حداکثر جریان در هر مسیر از شبکه مربوط به مسیري است که کمترین ظرفیت ارسالی را دارد. تذکر:

 مسیري که داراي گره اغازین و گره پایانی یکسانی است. ) :Cycleحلقه (

شامل  śشامل مبدا باشد و بخش  Sبه طوریکه بخش بخش . śو  S: عبارت است از دیواره ي مجزا کننده ي شبکه به دو زیر بخش  (Cut)برش

 گره مقصد باشد.

نشان داده که برابر است با مجموع ظرفیت هاي شاخه هاي متصل  k(s, ś): ظرفیت یک برش را با  (Capacity of Cut) ظرفیت برش

 .śبه گره هاي  Sشده از گره هاي 

 

 

 منبع (گره ورودی) •
 چاه)گره خروجی ( •

fij   مقدار جریان بین گره:i  وj  
Kij ظرفیت انتقال درگره: 

 

 

 

 

 

2 

s 

1

n 
f 

n 
K12 K21 
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Max f 

s.t : fs1+fs2= f 

fs1+f21= f12+f1n 

fs2+f12= f21+f2n 

f1n+f2n= f 

0 ≤fs1≤ ks1     ,    0 ≤fs2≤ ks2    ,    0 ≤f12≤ k12    ,   0 ≤f21≤ k21   ,  0 ≤f1n≤ kn1    ,    0 ≤f2n≤ k2n 

 

 قضیه ي حداکثر جریان، حداقل برش –روش برش 

جریان را  می توان حداکثر جریان در هر شبکه معادل با ظرفیت ((حداقل برش)) است. با توجه به قضیه و تعاریف فوق، حداکثر 
شبکه مورد نظر را به کمک مجموعه ایی از برش ها به بخش هاي مختلف تفکیک می کنیم .اما براي برش در شبکه پیدا کرد .

 که گره مبدا در یک سمت برش وگره خروجی در سمت دیگر برش قرار می گیرد. همواره به این نکته توجه شود باید

ه داراي جریان از گره مبدا به سمت گره مقصد می باشند را محاسبه می کنیم .در نهایت سپس مجموع ظرفیت هاي یال هایی ک
 حداکثر ظرفیت شبکه برابر است با حداقل مجموع ظرفیت ها.

 

 مثال /

 

 

 
 

 

 

C1:5+3=8 

 min{𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4} = 8  C2:6+3+3=12 

C3:4+5+2=11 

C4:6+2=8 

 

 

2 

1

n 
8 f=? 

3 
4 

C1 C4 C3 C2 

s
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 الگوریتم حداثر جریان 

 اساس این الگوریتم این است که باید مسیري را پیدا نمود که بتوان در آن جریان مثبتی را از گره مبدا به گره مقصد ارسال داشت.

استفاده می شود و در  nبه  sبه این مسیر، مسیر جریان افزاینده می گویند.از این مسیر براي ارسال بیشترین مقدار جریان ممکنه از 
روش تا جایی تکرار می شود که چنین مسیر جریان افزاینده اي پیدا نشود.در صورت وقوع این حالت، حداکثر جریان شبکه بدست آمده 

 لب فوق حداکثر جریان در مسیر با توجه به نکات زیر تعیین می شود:است.با توجه به مطا

 جریان خروجی از یک گره با جریان ورودي به آن گره مساوي است. -1

حداکثر میزان جریانی که در یک مسیر می توان از گره مبدا به گره مقصد ارسال کرد با شاخه اي که کمتریت ظرفیت ارسال در این  -2
 رابر است.مسیر را دارد ب

 در ضمن هنگامی که به شاخه اي خاص جریانی اختصاص داده می شود، باید:

 ظرفیت در جهت جریان تخصیص داده شده به همان میزان جریان کاهش یابد. -1

 ظرفیت در جهت مخاف جریان به همان میزان جریان افزایش یابد. -2

 ن را ارائه می کند:الگوریتم زیر گام هاي لازم براي حل مسئله ي حداکثر جریا

 مسیري را از مبدا به مقصد پیدا کنید که همراه با یک جریان مثبت است.اگر چنین مسیري پیدا نشد به گام پنجم بروید. -1

 نشان دهید.  *Cحداکثر جریانی را که می توان از طریق این مسیر ارسال کرد، تعیین کنید و آن را با  -2

 از هر گره کم و به مقدار دریافتنی توسط هر گره اضافه کنید. را از مقدار ارسالی *Cمقدار  -3

 به گام اول بروید. -4

 حداکثر جریان عبارت است از میزان ارسالی به مقصد. -5

 

 مثال /
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 13 مجموع                            

 

 مثال /

 

 

 

 

 

 

 

 

 مسیر                                       ظرفیت

 

1-4-5-7 8 

1-4-3-5-7 2 

1-4-3-6-7 1 

1-2-3-6-7 6 

1-2-6-7 3 

1-2-7 2 

 22 مجموع

 

 ظرفیت 6بھ  1مسیرھا از گره 

1-2-6 

1-2-3-5-6 

1-3-5-6 

 

5 

3 

5 

 

1 

4 

2 

3 6 

5 

7 

11 

11 

8 

8 

7 
7 

7 

10 

7 

6 

10 
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زیر را در نظر بگیرید. ارقام موجود در کنار شاخه ها معرف ظرفیت هاي جریان ترافیک می باشد. علائم یکطرفه را  شبکه خیابانتمرین/

 بیشینه گردد؟ nبه  sدر خیابان هاي بدون جهت چگونه انتخاب کنیم تا حجم ترافیک از نقطه ي 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

S 

2 

1 

4 

3 

n 

80 

30 

10 

60 

20 

100 

10 

70 

40 
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 برنامه ریزي پویا

در بسیاري از مسائل، که در انها رشته اي از تصمیم هاي مرتبط با یکدیگر مطرح باشد، غالبا از برنامه ریزي پویا که ماهیتا روش ریاضی 
گرا ترکیبی از تصمیم هاي متوالی را تعیین میکند که به حداکثر است استفاده می شود.این برنامه ریزي با به کارگیري فرایندي نظام 

 شدن کارائی کلی منتهی شود.

برنامه ریزي پویا  بر خلاف برنامه ریزي خطی، چارچوب استانداردي براي فورموله کردن مسائل برنامه ریزي پویا وجود ندارد.در واقع، انچه
ن نوع مسائل است.در هر مورد، باید معادلات و روابط ریاضی مخصوصی که با انجام می دهدارائه ي روش برخورد کلی، جهت حل ای

ا شرایط آن مسئله تطبیق نماید نوشته شود.از این رو، براي آنکه بتوان تشخیص داد که آیا اصولا می توان مسئله اي را با برنامه ریزي پوی
ی مسائل برنامه ریزي پویا شناخته شود و علاوه بر آن، به حل کرد و اگر می شود راه حل آن چگونه است، ضرورت دارد ساختار کل

خلاقیت نیز تا حدي احتیاج است.آشنایی با انواع کاربردهاي برنامه ریزي پویا و بررسی ویژگی هاي مشترك آنها، احتمالا می توان به رشد 
 ارائه می گردد.چنین توانایی هایی کمک کند.براي نیل به این مقصود چندین مثال تشریحی در این بخش 

 

 مثال /
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 / مثال

 6کل سرمایه موجود : 

 )3) _ارز وسکھ (2_بورس ()1بانک ( گزینه هاي موجود براي سرمایه گذاري :

 

 

 

 

 

 

 حل مسالھ /

 ابتدا بھ دلخواه یکی از سھ گزینھ موجود برای سرمایھ گذاری را انتخاب می کنیم.

 

 

 

 

 

 

K* f 6 K      s 
 8 8 4 
5 4 4 5 

K* f* 3 2 1 k    
2 13 12+9 3+10 6+10 0 

K* f* 5 4           k 
4 10 9+4 2+8 1 
5 10 6+4 8+8 2 
5 9 5+4 4+8 3 

 گزینھ بانک بورس ارز وسکھ
 

1 1 1 1 
1.3 1.8 1.4 2 
1.5 2.2 1.6 3 
1.9 2.3 1.7 4 
2.4 2.4 2 5 
2.5 2.5 2.1 6 

K* f s 
0 0 0 
1 1 1 

1.3 1.3 2 
1.5 1.5 3 
1.8 1.8 4 
2.4 2.4 5 
2.5 2.5 6 

 :مسیر بھینھ 0_2_5_6

 : مسافت بھینھ13

fn+f*
n-1 

گزینھ ھای موجود 
 برای سرمایھ گذاری

n1  ارز وسکھ / 
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f* 6 5 4 3 2 1 0 S 
       0 0 
1      1 1 1 
2     1.3 1+1 1.8 2 

2.3    1.5 1+1.3 1+1.3 2.2 3 
3.1   1.9 1+1.5 1.8+1.3 1+1.5 2.3 4 
3.5  2.4 1.9+1 1.8+1.5 2.2+1.3 1+1.9 2.4 5 
3.7 2.5 2.4+1 1.9+1.8 2.2+1.5 2.3+1.3 1+2.4 2.5 6 

 

 

 

 

f* 6 5 4 3 2 1 0 k 
4.5 3.7 1+3.5 1.4+3.1 1.6+2.3 1.7+2 2+1 2.1 6 

 

 

 طریقھ بھینھ سرمایھ گذاری :

 

 بانک بورس ارز وسکھ
2 2 2 
2 3 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 / بورس

 / بانک
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 مسئله ي کوله پشتی

است. این مسئله در ارتباط با حمل کالا یا بار توسط اتومبیل،  (Knapsack problem)یکی از مسائل معروف مسئله ي کوله پشتی 
هواپیما، کشتی یا افراد است.اقلام مورد حمل در این مسئله، کالاهایی غیر قابل تقسیم، متفاوت و با وزن و ارزشی متفاوت است.در صورتی 

باشد، مدل زیر انتخاب  Cتوسط وسیله اي به ظرفیت  (C1,C2,…,Cn)و ارزش  (a1,a2,…,an)کالا با وزن هاي نوع  nکه هدف حمل 
 ترکیب مناسبی از با ارزش ترین محموله ها را با توجه به ظرفیت وسیله ي نقلیه نشان می دهد.

 

MAX Z = C1𝑥𝑥1 + C2𝑥𝑥2 + ⋯+ C𝑛𝑥𝑥𝑛 

s. t               𝑎1𝑥𝑥1 + a2𝑥𝑥2 + ⋯+ an 𝑥𝑥𝑛 ≤ C 

Xj = j) یا 0 = 1,2, … , n) 

 

به  xj=0ام و jبه معنی حمل محموله ي  xj=1،ام را به عهده داردjحمل یا عدم حمل محموله ي تصمیم گیري در مورد  xj در مدل فوق
 معنی عدم حمل آن محموله است.

 

 مثال/

دارد که فقط از هر   yو xرا به تعداد مختلف تولید کند.هر محصول احتیاج به دو نوع مواد خام  Cو   B.و Aیک کارخانه میتواند کالا هاي 
 قلم از محصولات فوق مورد نیاز است در جدول زیر دتده شده است . 3و2و1که براي تولید  yو xتن در دسترس است .مقداري از  4کدام 

 

 

 مقدار تولید

 

A B C 

x y x y x y 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

2 

2 

3 

1 

2 

2 

2 

3 

4 

1 

1 

2 

1 

2 

3 

 

 

 

 

 نوع محصول
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 واحد از محصولات در جدول زیر داده شده است : 3و2و1درآمد حاصل از تولید 

 

 

 

 

 

 

 

 میزان تولید هر محصول به طوري که درآمد کل ماکزیمم گردد ،چقدر است ؟

 

 حل /

 : Cمحصول 

 

 

 

 

 A B C مقدار تولید

1 10 6 5 

2 17 12 8 

3 19 17 11 

 میزان عایدي اقدام بهینه y                     x مراحل

1 

 

 

 

 

 

 

 

1                    1  

1                    2  

1                    3  

1                    4  

2                    1  

2                    2  

2                    3  

2                    4  

1 

2 

2 

2 

 

 

 

 

5 

8 

8 

8 

5 

11 

11 

5 

 نوع محصول
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 : Bمحصول 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : Aمحصول 

 K=3 K=2 K=1 K=0 مرحله

3 24 25 18 17 

 

 

 

 

 

 میزان عایدي اقدام بهینه y                     x مراحل

2 

 

 

 

 

 

 

 

1                    1  

1                    2  

1                    3  

1                    4  

2                    1  

2                    2  

2                    3  

2                    4  

3                    1  

3                    2  

3                    3  

3                    4  

4                    1  

4                    2  

4                    3  

4                    4  

0 

1 

0 

0 

0 

0 

2 

3 

0 

0 

2 

3 

0 

0 

2 

3 

5 

6 

8 

8 

5 

8 

12 

17 

5 

8 

12 

17 

5 

8 

12 

17 

 عایدی

A : ترتیب بھینھ تولید
2 

B
0 

C
2 

25 

 تعداد
 محصول
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 برنامه ریزي آرمانی 

 (Charnes)میلادي چارنس  1960یکی از روش هاي تصمیم گیري با اهداف چندگانه، برنامه ریزي آرمانی است که اول بار در دهه ي 
.همان طور که از نام آن پیداست، در برنامه آن را توسعه دادند  (Lee)و  لی  (Ignizio)نیزیو ابداع کرده و آن را ایگ (Cooper)کوپرو 

گیرنده براي هر هدف یک آرمان تعیین می کند.به منظور ایجاد درکی روشن تر از مفاهیم برنامه ریزي آرمانی،  ریزي آرمانی تصمیم
 آشنایی با واژه هاي زیر ضرورت دارد.

هدف عبارات و روابطی ریاضی است که منعکس کننده ي خواسته هاي تصمیم گیرنده است.این خواسته ممکن است حداکثر سود  هدف.

 کردن هزینه باشد. و یا حداقل

 سطح تمایل عبارت است از ارزش تعیین شده که تصمیم گیرنده در پی کسب آن براي هدف مورد نظر است. سطح تمایل.

 yریال و یا کاهش هزینه اي معادل  xهدف مرتبط با هر سطح تمایل را آرمان می نامند. مثلا آرزوي کسب سودي حداقل معادل  آرمان.

واحد، آرمان است که سطح تمایل  1000می شود.به این ترتیب حداکثر سود هدف، است، اما با کسب سودي معادل ریال آرمان نامیده 
 تصمیم گیرنده را براي بدست آوردن میزان مشخصی از سود بیان می دارد.

 

محدودیت هایی است و در دست یابی به سطح تمایل تعیین شده در هدف، وابسته به امکانات، منابع و  متغیرهاي انحراف از آرمان.

عمل ممکن است تصمیم گیرنده به سطح تمایل تعیین شده دست یابد یا نیابد. در بسیاري از موارد ممکن است بین آرزوها، تمایلات و 
ریزي  این میزان تفاوت را در برنامه تفاوت و اختلاف وجود داشته باشد. خواسته  هاي تصمیم گیردنه و آنچه در عمل به آن دست میابد،

آرمانی با متغیري بنام انحراف از آرمان اندازه گیري می کنند. به عبارت دیگر تفاوت بین مکتسبات و خواسته ها را انحراف از آرمان می 
واحد گردد، میزان  800واحد آرمان شرکت تولیدي بوده و در عمل سود این شرکت  1000نامند.مثلا، در صورتیکه کسب سودي معادل 

واحد باشد میزان انحراف از آرمان برابر صفر  1000است و اگر سود شرکت  200نشان داده می شود، برابر  dف از آرمان که با متغیر انحرا
آرمان تعیین شده باشد.در بوده و شرکت کاملا به آرمان کسب سود خود دست یافته است.سطح دستیابی ممکن است بیش تر یا کم تر از 

می شود  1200است.این انحراف را با حالتی که مقدار سود  200حد باشد میزان انحراف از آرمان برابر وا 800صورتیکه سود کسب شده 
و میزان عدم دستیابی  +dاست نباید اشتباه کرد. به منظور تفکیک این دو حالت از هم، میزان فزونی از آرمان را با  200و انحراف آن نیز 

بیانگر کسب سودي معادل  -d 150=و   1300به معناي دستیابی به سودي معادل  d+=300نشان می دهند.مثلا   -dبه آرمان را با 
 را به ترتیب متغیرهاي انحراف منفی و مثبت از آرمان می نامند. +dو  -dاست.  850

 

ي برنامه ي تبلیغاتی براي شرکت خودرو فروشی الفا است، شرکت آلفا داراي سه هدف زیر می  تبلیغاتی در حال تهیهیک شرکت  مثال/

 باشد:

 میلیون نفر از آقایان با درامد بالا برنامه تبلیغاتی را تماشا کنند. 40حداقل  -1

 میلیون نفر از آقایان با درامد پایین برنامه را تماشا می کنند. 60حداقل  -2

 ون نفر از خانم ها درامد بالا برنامه را تماشا کنند.میلی 35حداقل  -3
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این شرکت تبلیغاتی دو نوع تبلیغ، یکی براي نمایش در تلوزیون به هنگام مسابقات ورزشی و یکی براي نمایش به هنگام فیلم سینمایی 
 در جدول داده شده است.می تواند تهیه کند.هزینه ي تبلیغاتی و تعداد تماشاچیان بالقوه براي یک اگهی یک دقیقه اي 

 تبلیغاتی براي زمان مسابقات ورزشی و براي زمان فیلم سینمایی است. سوال در مورد خرید تعداد آگهی هاي

 

 ھزینھ
 ھزینھ و تعداد بینندگان

   HIW LIP HIM 
 )1بھ ھنگام مسابقات ورزشی( 7 10 5 100000000   

 )2بھ ھنگام پخش فیم سینمایی( 3 5 4 60000000
 

 200000 شرکت الفا، HIMضمنا فرض می گردد که هر بار تعداد تماشاچیان یک میلیون نفر کمتر از هدف تعیین شده باشد، براي 
 در نظر گرفته شده است.  HIM 50000و براي   LIP 100000متضرر خواهد شد.این مسئله براي  واحد پولی

واحد پولی باشد.مسئله را براي کمینه سازي انحراف از آرمان ها فرموله  600000در صورتیکه حداکثر هزینه مجاز براي برنامه تبلیغاتی 
 نمایید و جواب بهینه را پیدا کنید.

 

 حل مسئله /

 

Min  200 d-
1+100 d-

1+50 d-
3 

s.t : 

7x1+3x2-d+
1+d-

1=40      (1) 

10x1+5x2-d+
2+d-

2=60    (2) 

5x1+4x2-d+
3+d-

3=35      (3) 

100x1+60x2 ≤ 100         (4) 

x2 ,d2 ≥ 0 

 

 

 

 

 

36 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 در محدودیت اول /

  7(6)+3(0)+d-
1-d+

1 =40   

 

 

 در محدودیت دوم /

10(6)+5(0)+d-
2-d+

2 =60   

 

 در محدودیت سوم /

5(6)+4(0)+d-
3-d+

3 =60   

 

 

Z=200(0)+100(0)+50(5)=250 

 

)2( 

13.3 

5.7 

12 

6 

)1( 

7 

8.75 

)3( 

 )4محدودیت سیستمی (

10 

d-
1 =0 

d+
1 =2 

d-
2 =0 

d+
2 =0 

d-
3 =5 

d+
3 =0 
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 برنامه ریزي آرمانی سروش سیمپلک

متغیر استفاده می شود و با وجود شباهت هاي زیاد با روش سیمپلکس معمولی تفاوت  nاز این روش در حل مسائل برنامه ریزي آرمانی با 
هایی نیز با آن دارد.اولین تفاوت عمده ي آن استفاده از چندین سطر در جدول سیمپلکس برنامه ریزي آرمانی براي تابع هدف است، به 

اوت آن در انتخاب متغیر ورودي است که با این موضوع در گام طوریکه به ازاي هر اولویت یک سطر در نظر گرفته می شود. دومین تف
 هاي لازم براي حل هر مساله برنامه ریزي آرمانی که در ادامه معرفی می شوند، آشنا می شوید.

تبدیل و متغیرهاي سمت راست را در تابع هدف مساله ي  Maxمانند روش سیمپلکس معمولی تابع هدف را به   . تنظیم مساله. 1 گام

برنامه ریزي آرمانی به سمت چپ تساوي منتقل کنید. با استفاده از متغیرهاي کمکی محدودیت هاي به صورت نامعادله را به معادله 
 .تبدیل کنید

یمپلکس برنامه ریزي آرمانی در نظر بگیرید و به ازاي هر اولویت در مساله، یک سطر در جدول س. وارد کردن مساله به جدول.  2گام 

نشان دهید. آنگاه تابع هدف و محدودیت ها و معادلات آرمان را وارد جدول کنید. متغیرهاي اساسی مربوط به  (Z1,Z2,…,ZP)آن را با  
dpمحدودیت هایی که داراي متغیرهاي انحراف از آرمان هستند 

غیر هاي اساسی مانند روش اند. براي سایر محدودیت هاي مساله، مت -
 سیمپلکس معمولی تعیین می شوند.

 . یکه کردن بردارهاي متغیرهاي اساسی. 3گام 

در سطرهاي تابع هدف در جدول، سطزي را مشخص کنید که داراي بالاترین اولویت است. متغیري را که . انتخاب متغیر ورودي. 4گام 

مربوط به محدودیت هاي جدول، ورودي انتخاب کنید.ستون زیر آن را در سطرهاي  در آن سطر داراي منفی ترین ضریب می باشد متغیر
 ستون لولا بنامید.

به آن اولویت می توانید متغیري با  اگر در صدد انتخاب متغیر ورودي براي آرمان هاي با اولویت بعدي هستید در صورتی در سطر مربوط
منفی ترین ضریب را انتخاب کنید که ضریب این متغیر در سطرهاي با اولویت بالاتر صفر باشد و در غیر اینصورت مجاز به انتخاب این 

یب منفی کوچکتري متغیر براي ورود نیستید ولی می توانید در همان سطح (در صورت وجود) متغیر دیگري را انتخاب کنبد که داراي ضر
بوده اما ضریب آن در سطرهاي با اولویت بالاتر صفر است. اگر چنین متغیري وجود نداشت یا ضریب تمامی متغیرهاي آن سطر غیر مثبت 

 بودند، توقف کنید. به جدول نهایی رسیده اید.

را بر اعداد مثبت ستون لولا تقسیم و  مانند روش سیمپلکس معمولی، اعداد سمت راست محدودیت ها. انتخاب متغیر خروجی. 5گام 

 کوچکترین نسبت حاصل را انتخاب کنید. سطر مربوط به آن را سطر لولا بنامید.متغیر اساسی مربوط به آن سطر متغیر خروجی است.

 بروید. 4مانند روش سیمپلکس معمولی عملیات لازم را براي بدست آوردن جدول بعد انجام دهید و به گام   .6گام 
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 برنامه ریزي غیر خطی

 شرایط لازم و کافی نقاط اکسترمم

به دست می آوریم.در  x∈Rnآن باشد که در  f(x)نقطه ي اکسترمم تابع  xدر این قسمت شرط لازم و کافی را براي اینکه نقطه اي مانند 
 موجود و پیوسته باشد. fدر حوضه ي تعریف  f(x)تمامی این قسمت فرض بر آن است که مشتقات جزئی مرتیه اول و دوم تابع 

 باشد، آن است که : f(x)یک نقطه اکسترمم  xقضیه.(شرط لاطم و بهینگی).شرط لازم براي آنکه نقطه ي 

 

𝛻𝛻𝑓(𝑥𝑥0) = 0 

 

تشخیص این این شرایط براي نقاط عطف (بازگشتی) و نقاط زین اسبی منحنی ها نیز برقرار است.در نتیجه این شرایط لازم است، اما 
 (نقاط ساکن) بنامیم. 1نقاط لازم نمی باشد.بنابراین مناسب است که جوابهاي معادله ي بالا را نقاط پایداري

 

𝐷𝑓(𝑥𝑥) = 𝑙𝑖𝑚 
𝑓(𝑥𝑥 + ℎ𝛿) − 𝑓(𝑥𝑥)

ℎ
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تابع محدب

 

 

 

 

1 Stationary Points 

Y=f(x) 

X 
x2 x1 

X 

Y 

                                                            



 

𝑓(𝜆𝑥𝑥1 + (1 − 𝜆)𝑥𝑥2  ≤  𝜆𝑓(𝑥𝑥1) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑥𝑥2)           0 ≤  𝜆 ≤ 1 

f(x)  محدب است اگر وفقط اگر𝑓(𝑥𝑥2)  ≥ 𝑓(𝑥𝑥1) + ∇𝑓(𝑥𝑥1)(𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1)2 

 ،دوبار مشتق پذیر باشد : f(x)اگر 

2𝑓(𝑥𝑥)∇محدب است اگر وفقط اگر براي  = 𝑃𝑆𝐷      𝑥𝑥 ∈ 𝑠𝑠 

2𝑓(𝑥𝑥)∇ محدب اکید است اگر وفقط اگر براي = 𝑃𝐷      𝑥𝑥 ∈ 𝑠𝑠 

 

  𝛁𝟐𝒇(𝒙) ین سماتریس ه 

 (یا ماتریس مشتق دوم) می نامیم و آن را به صورت زیر می نویسیم :  f(x1,x2,x3)عرا ماتریس هسین تاب Hxماتریس 

 

𝐻 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝑥12

⋯
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑥𝑛𝜕𝑥𝑥1
⋮ ⋱ ⋮

𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝑥𝑛𝜕𝑥𝑥1

⋯
𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝑥𝑛2 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 قضیه.شرط کافی بهینگی

به صورت  xباشد آن است که ماتریس هسین محاسبه شده در  f(x)یک نقطه ي اکسترمم تابع  xشرط کافی براي آنکه نقطه ي پایداري 
 زیر باشد :

 یک نقطه ي ماکزیمم موضعی است. xنیمه معین منفی باشد، نقطه ي  xدر نقطه ي  Hxماتریس  )1

 یک نقطه ي می نیموم موضعی است. xنیمه معین مثبت باشد، نقطه ي  xدر نقطه ي  Hxماتریس  )2

 ماتریس هسینتعیین نوع تابع به کمک 

 Hنوع  f(x)نوع تحدب 

 PSDنیمه معین  محدب

 PDمعین مثبت  محدب اکید

نیمه معین منفی  مقعر
NSD 

 NDمعین منفی  مقعر اکید

 IDغیر معین  نقطه زینی
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 مراحل تشخیص نوع ماتریس هسین

 شرط لازم

1(H=PD or PSD  .اگر تمام درایه هاي قطري ماتریس هسین مثبت و یا صفر باشند 

2 (H=ND or NSD  .اگر تمام درایه هاي قطري ماتریس هسین منفی و یا صفر باشند 

 تذکر : البته قابل ذکر است که تمام درایه ها نمی توانند صفر باشند.

 شرط کافی

1( H=PDاد مثبت باشند.، اگر دترمینان زیر ماتریس ها (مینورها) همگی اعد 

2(  H=PSD.اگر دترمینان زیر ماتریس ها همگی اعداد مثبت یا صفر باشند ، 

3( H=ND.اگر دترمینان زیر ماتریس ها همگی به ترتیب مثبت و منفی باشند ، 

4( H=NSD.اگر دترمینان زیر ماتریس ها همگی به ترتیب مثبت و منفی باشند و برخی از مثبت ها صفر باشند ، 

 می باشد. (ID)زم برقرار نباشد ماتریس هسین غیر معین تذکر: اگر شرط لا

  هسین زیر را تعیین کنید. هاي نوع ماتریس /مثال

𝐻 = � 2 −1
−1 2 �   Det (HM1) > 0        Det (HM2) > 0                        PD 

𝐻 = �−1 1
1 −1�                       𝐻 = −�−1 1

1 −1�                       NSD 

𝐻 = � 1 2
−2 −4�                      ID 

 بررسی کنید. αمثال/ شرایط بهینگی در تابع دو متغیره زبر بر حسب 

𝑀𝑖𝑛 𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥13 − 3𝛼𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥23  

 حل/

𝜕𝑓(𝑥)
𝜕𝑥1

= 3𝑥𝑥12 − 3𝛼𝑥𝑥2          𝜕
2𝑓(𝑥)
𝜕𝑥12

= 6𝑥𝑥1         𝜕
2𝑓(𝑥)
𝜕𝑥22

= 6𝑥𝑥2       𝜕𝑓(𝑥)
𝜕𝑥2

= 3𝑥𝑥22 − 3𝛼𝑥𝑥1 

 

𝐻 = � 6𝑥𝑥1 −3𝛼
−3𝛼 6𝑥𝑥2

�   6𝑥𝑥1 = 0         𝑥𝑥1 = 0,𝛼 = 0       36𝑥𝑥1𝑥𝑥2 − 9𝛼2 = 0           4𝑥𝑥1𝑥𝑥2 = 𝛼2 , 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 = 0 

             

𝐻 = � 6𝛼 −3𝛼
−3𝛼 6𝛼 �                         𝐻 = � 0 −3𝛼

−3𝛼 0 �                       H is ID   

𝐻 = � 6𝛼 −3𝛼
−3𝛼 6𝛼 �  if α ≥ 0                    PSD, PD              ,     if α ≥ 0                     NSD, ND 
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 ط بهینگی در مسائل بدون محدودیت شرای

𝑓(𝑥𝑥)∇    شرط لازم : = 0 

 محدب باشد. f(x)شرط کا فی:تابع 

 

 

 

 بهینه موضعی(محلی ) *Xمحدب باشد ، f(x)اگر تابع  -

 بهینه کلی(جهانی ) *Xمحدب اکید باشد ، f(x)اگر تابع  -

 

 ماکزیمم و می نیمم مسائل محدودیت دار

 روش لاگرانژ

این روش فقط زمانی قابل استفاه می باشد که تمام محدودیت ها به فرم تساوي باشند و حتی محدودیت هاي نامنفی بودن متغیرها هم 
 آن وجود نداشته باشد.مساله را در حالت کلی به صورت زیر در نظر بگیرید:در 

𝑚𝑎𝑥𝑥 𝑜𝑟 𝑚𝑖𝑛 𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛) 

𝑔𝑖(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛) = 0            𝑖 = 1, … ,𝑚  

   ابتدا تابع لاگرانژ را تشکیل می دهیم :

𝐿(𝑥𝑥, 𝜆) = 𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛) −�𝜆𝑖𝑔𝑖(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛)
𝑚

𝑖=1

 

 ها را ضرایب لاگرانژ می نامیم.حال شرایط لازم بهینگی را براي تابع لاگرانژ می نویسیم :iλرا تابع لاگرانژ و  Lتابع 

 

𝜕𝐿
𝜕𝑥𝑥𝑗

= 0     𝑗 = 1, … ,𝑛            
𝜕𝐿
𝜕𝜆𝑖

= 0     𝑖 = 1, … ,𝑚      

 

 از این دو تابع، لاگرانژ را مستقیما می توان براي بدست آوردن شرایط لازم نقاط پایداري به کار برد.این بدان معنی است که بهینه بودن
 می باشد. L(x,y)معادل بهینه سازي تابع لاگرانژ  g(x1,…,xn)مشروط بر قیدهاي تساوي  f(x1,x2,x3)تابع 

Global Max 

local Max 

X0 X1 
X 

Y 
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 بدون اثبات به صورت زیر بیان می کنیم :شرایط کافی براي روش لاگرانژ را 

𝐻𝐵 = � 𝑂 𝑃
𝑃𝑡 𝑄� 

𝑃 = �
∇𝑔1(𝑥𝑥)

⋮
∇𝑔𝑚(𝑥𝑥)

�
𝑚×𝑛

                 𝑄 = �𝜕
2𝐿(𝑥,𝜆)
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

�
𝑛×𝑛

 

 

 را ماتریس هسین وسعت یافته می نامیم. HBماتریس 

محاسبه شده  (x,λ)در نقطه ي  HBداده شده و ماتریس هسین وسعت یافته  L(x,λ)براي تابع لاگرانژ  (x,λ)نقطه ي پایداري 
 : xاست. آنگاه 

، HBزیر دترمینان هاي اصلی از  (n-m)شروع کرده و (2m+1)یک نقطه ماکزیمم است، اگر با دترمینان اصلی از مرتبه ي  )1
 و بقیه علامت تناوبی داشته باشند. )-m+1)1 اولی داراي علامت

 HBزیر دترمینان هاي اصلی از  (n-m)آخرین  و (2m+1)یک نقطه می نیمم است، اگر با زیر دترمینان اصلی از مرتبه ي  )2
 باشد. )-m)1داراي علامت 

این شرایط براي تشخیص نقطه ي بهینگی کافی هستند ولی لازم نمی باشند. به عبارت دیگر، یک نقطه ي پایداري ممکن است یک نقطه 
 یا می نیمم باشد بدون اینکه در این شرایط صدق کند.ي ماکزیمم 

 را در نظر بگیرید : f(x)/ مسالھ زیر را با تابع ھدف مثال

𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 + 𝑥𝑥32 

S.t    𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥3 = 2 

5𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 = 5 

 که در این حات محدودیت ها و تابع لاگرانژ را به صورت زیر تعریف می کنیم :

𝑔1(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥3 − 2 

𝑔2(𝑥𝑥) = 5𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 − 5 

𝐿(𝑥𝑥, 𝜆) = 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 + 𝑥𝑥32 − 𝜆1(𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥3 − 2) − 𝜆2(5𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 − 5) 

𝜕𝐿
𝜕𝑥1

= 2𝑥𝑥1 − 𝜆1 − 5𝜆2=0 

𝜕𝐿
𝜕𝑥𝑥2

= 2𝑥𝑥2 − 𝜆1 − 2𝜆2 = 0 

𝜕𝐿
𝜕𝑥𝑥3

= 2𝑥𝑥3 − 3𝜆1 − 𝜆2 = 0 
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𝜕𝐿
𝜕𝜆1

= −(𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥3 − 2) = 0 

𝜕𝐿
𝜕𝜆2

= −(5𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 − 5) = 0 

 فوق را باید حل کنیم. جواب آن برابر است با :مجهول  5معادله  5دستگاه 

(𝑥𝑥1
0, 𝑥𝑥20, 𝑥𝑥30, 𝜆1

0, 𝜆2
0) = (0.18, 0.35, 0.28, 0.0867, 0.3067) 

 این نقطه، نقطه ي پایداري مساله می باشد. براي آنکه وضعیت نقطه مشخص شود، شرط کافی آن را امتحان می کنیم. 

P = �∇g1
∇g2

� = �1 1 3
5 2 1�           Pt = �

1 5
1 2
3 1

�          𝑄 = �
2 0 0
0 2 0
0 0 2

� 

HB =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0 0
0 0

1 1 3
5 2 1

1 5
1 2
3 1

2 0 0
0 2 0
0 0 2⎦

⎥
⎥
⎥
⎤
 

2𝑚می باشد پس  m=2و تعداد محدودیت ها  n=3چون تعداد متغیرها  + 1 = 2 × 2 + 1 = می باشد. یعنی باید از زیر  5
پس باید فقط علامت دترمینان  n-m=1می شود و چون  HBآن شروع به محاسبه دترمینان کنیم که همان ماتریس  5×5ماتریس اصلی 

 را در نظر بگیریم. HBماتریس 

𝑑𝑒𝑡(𝐻𝐵) = 460 > 0 

 می باشد.بنابراین این نقطه، می نیمم تابع می باشد. 2هم برابر  mبرابر است و  2(1-)چون علامت دترمینان آن با 

 

 (K.K.T)تاکر  -کاهن -روش کاروش

روش یک روش کامل تر و کلی تر از این روش براي مسائلی استفاده می شود که محدودیت هاي آن نامساوي هم می باشند.پس این 
روش لاگرانژ است.تعمیم این روش به منظور تعیین نقاط پایداري مساله شرایط لازم می باشد و تحت محدودیتی خاص (تحدب و تقعر 

 تابع هدف) همان شرایط لازم، شراط کافی هم خواهند بود.

 به عنوان مثال مسئله ي زیر را در نظر بگیرید:

𝑚𝑎𝑥𝑥  𝑓(𝑥𝑥) 

𝑔𝑖(𝑥𝑥) ≤ 0              𝑖 = 1, … ,𝑚  

 

وجود داشته باشد آن را به  xi ≥ 0محدودیت مساله قرار دارد.به عنوان مثال اگر شرط   mکه در آن فرض نامنفی بودن متغیرها هم در 
 تبدیل کرده ایم. xi ≤ 0 -صورت  
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 می باشند :تاکر که شرایط لازم بهینگی می باشند به صورت زیر  -کاهن -شرایط کاروش

1) ∇𝑓(𝑥𝑥) = �𝜆𝑖∇𝑔𝑖(𝑥𝑥)
𝑚

𝑖=1

  

2) 𝜆𝑖𝑔𝑖(𝑥𝑥) = 0           𝑖 = 1, … ,𝑚 

3) 𝑔𝑖(𝑥𝑥) ≤ 0              𝑖 = 1, … ,𝑚 

4) 𝜆𝑖 ≥ 0                    𝑖 = 1, … ,𝑚 

 

ها و یا نامقید بودن  iλها یعنی ضرایب لاگرانژ، همان قیمت هاي سایه در برنامه ریزي خطی می باشند. علامت  iλتوجه داشته باشید که 
آنها بستگی به تابع هدف (ماکزیمم یا می نیمم بودن آن) و جهت محدودیت ها دارد.به عنوان مثال اگر تابع هدف می نیمم باشد و 

𝑔𝑘(𝑥𝑥)محدودیت   ≤ 𝜆𝑘 باشد انگاه   0 ≤ 𝑔𝑘(𝑥𝑥)ام Kمی باشد و اگر محدودیت 0 =  نامقید خواهد بود. 𝜆𝑘باشد  0

 .f(x)براي تابع  k – T/  تهیه ي نقطه ي بهینه شرایط مثال

𝑀𝑖𝑛 𝑓(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 − 1)2 

𝑠𝑠. 𝑡               𝑔1(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 ≥  0.5 

 حل/

−𝑥𝑥 ≤ −0.5             0.5 − 𝑥𝑥 ≤ 0 

2) 𝜆1(0.5 − 𝑥𝑥) = 0           3) 𝜆1 ≤ 0                   𝑥𝑥 = 𝜆1  یا  0.5 = 0 

4) 2(𝑥𝑥 − 1) + 𝜆1(−1) = 0                 𝜆1 = 2(𝑥𝑥 − 1)                  𝑥𝑥 = .ق  0.5 .ق  غ

1) 𝑥𝑥∗ = 1                       𝑓∗(𝑥𝑥∗ = 1) = 0 

 مثال/ 

𝑀𝑖𝑛 𝑍 = 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 + 𝑥𝑥32 

𝑔1(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 − 5 ≤ 0 

𝑔2(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥3 − 2 ≤ 0 

𝑔3(𝑥𝑥) = −𝑥𝑥1 + 1 ≤ 0 

𝑔4(𝑥𝑥) = −𝑥𝑥2 + 2 ≤ 0   

 𝑔5(𝑥𝑥) = −𝑥𝑥3 ≤ 0 
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 حل/

𝜆1(2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 − 5) = 0         𝜆2(𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥3 − 2) = 0 

𝜆3(−𝑥𝑥1 + 1) = 0         𝜆4(−𝑥𝑥2 + 2) = 0        𝜆4(−𝑥𝑥3) = 0 

𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4, 𝜆5 ≤ 0 

�
2𝑥𝑥1
2𝑥𝑥2
2𝑥𝑥3

� + 𝜆1 �
2
1
0
� + 𝜆2 �

1
0
1
� + 𝜆3 �

−1
0
0
� + 𝜆4 �

0
−1
0
� + 𝜆5 �

0
0
−1

� = �
0
0
0
� 

𝑥𝑥1 = 1 , 𝑥𝑥2 = 2 , 𝑥𝑥3 = 0                                              𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆5 = 0  , 𝜆3 = 2  , 𝜆4 = 4                        
  

 

  روش گرادیان

در این بخش روشی را براي پیدا کردن بهینگی تابعی که دوبار مشتق پذیر و پیوسته می باشد بیان می کنیم.این روش نقاطی را تولید می 
حرکت در جهت بیشترین افزایش تابع براي بهبود مقدار آن می باشد. ( براي حداقل سازي در کند که با شروع از یک نقطه ي اولیه و 

 جهت بیشترین کاهش تابع حرکت می کند.) این روش را روش پر شیب ترین قدم هم می نامیم.

𝑓(𝑥𝑥𝑘)∇ شرط توقف این روش، نقطه اي می باشد که   = ل از شروع با این روش شود، یعنی شرط لازم بهینگی برقرار شود. پس قب 0
 ابتدا باید اطمینان حاصل کنیم که تابع محدب یا مقعر می باشد.

را به  𝑓(𝑥𝑥𝑘)∇نقطه ي شروع باشد این روش از این نقطه شروع می کند و  x0را ماکزیمم کنیم و  f(x)فرض کنید که بخواهیم تابع 

𝑓��به طوري که  Pه عبارتست از تعیین نمودن طول گام تعریف می کند. اید xkام یعنی kعنوان گرادیان تابع در نقطه ي 
𝜕𝑃𝑘

در نقطه ي  

 به صورت زیر انتخاب گردد : xk+1و  xkمورد نظر تابع هدف حداکثر گردد. این نتیجه در صورتی به دست می آید که نقاط متوالی 

𝑥𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑥𝑘 + 𝑟∇𝑓(𝑥𝑥𝑘)    ,    𝑟 ≥ 0 

بیشترین مقدار افزایش را به تابع  xk+1به طوري تعیین می گردد که  rول گام بهینه نامیده می شود. پارامتر پارامتري است که ط rکه 
 را به صورت زیر تعریف کنیم : h(r)بدهد. به عبارت دیگر اگر تابع 

ℎ(𝑟) = 𝑓�𝑥𝑥𝑘 + 𝑟∇𝑓(𝑥𝑥𝑘)� 

r  مقداري است کهh(r) .را حداکثر می کند 

 تقریبا مساوي باشند و این معادل آن است که : xk+1و  xkروش فوق هنگامی خاتمه میابد که دو نقطه ي متوالی 

𝑟∇𝑓(𝑥𝑥𝑘) ≈ 0 

𝑟با فرض آنکه  ≠  ست با شرط لازم بهینگی یعنی :جواب بهینه باشد، که این معادل ا xk، که این فرض همواره برقرار است مگر آنکه  0

∇𝑓(𝑥𝑥𝑘) = 0 
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 را بدست بیاورید.  f(x)=3x2+y2-2xyتابع  min) مقدار 0و1با استفاده از روش گرادیان ونقطه آغازین (/ مثال

 
∇𝑓(𝑥𝑥) = (6𝑥𝑥 − 2𝑦, 2𝑦 − 2𝑥𝑥) 

∇𝑓(𝑥𝑥) = (6,−2) 

𝑥𝑥1 = (1,0)−∝ (6,−2) = (1 − 6 ∝ ,2 ∝) 

𝑓(𝑥𝑥) = 3(1 − 6 ∝)2 + 4 ∝2− 2(1 − 6 ∝)(2 ∝)               𝑓´(𝑥𝑥) = 0                 ∝= 5
34

 

𝑥𝑥1 = (1 −
5

34
, 2

5
34

) ,   𝑥𝑥1(
4

34
,
10
34

) 

 

 رافسون –روش نیوتن 

می باشد که ایده ي کلی آن در شکل زیر موجود می  f(x)=0جهت پیدا کردن جواب معادله  روش نیوتن رافسون یک روش عددي
را به طور دلخواه در بازه ي  x0فقط یک ریشه دارد. حال نقطه ي  [a,b]در بازه ي  f(x)باشد.ابتدا اطمینان حاصل می کنیم که تابع 

[a,b]  انتخاب می کنیم.سپس مماس برf(x)  را در نقطه يx0  رسم می کنیم.این مماس محورx  ها را در نقطه يx1  .قطع می کند
 .انجام می دهیم f(x)=0ریشه  αرا رسم می کنیم این کار را تا به دست آوردن تقریب خوبی از  x1حال مماس بر تابع در نقطه ي 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

قطع می کند به صورت زیر  xk+1ها را در نقطه ي  xبر تابع مماس می باشد و محور  xkبدست آوردن معادله خطی که در نقطه ي  براي
 عمل می کنیم :

(𝑦 − 𝑓(𝑥𝑥𝑘)) = 𝑓 ´(𝑥𝑥𝑘)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑘) 

 

 قرار می دهیم : معادله ي خطرا در  (xk+1,0) طه ينق

0 − 𝑓(𝑥𝑥𝑘)) = 𝑓 ´(𝑥𝑥𝑘)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑘) 

Y=f(x) 

x1 

b x 

f(x) 

a α x0 
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 که داریم :

𝑥𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑥𝑘 −
𝑓(𝑥𝑥𝑘)
𝑓´(𝑥𝑥𝑘)

 

𝑓´(𝑥𝑥𝑘)همگرایی این روش تضمین شده نمی باشد زیرا ممکن است در رابطه ي بالا  = بر تابع  xk. یعنی خط مماس در نقطه ي 0
f(x)  موازي محورx  ها باشد و آنگاه محورx ها را قطع نمی کند. که این موضوع را می توان با تغییر متغیر نقطه يx0 .اولیه برطرف کرد 

 قضیه.شرط کافی همگرایی روش نیوتن آن است که :

�
𝑓´´(𝑥𝑥)𝑓(𝑥𝑥)
𝑓´(𝑥𝑥)2

� < 1        ∀ 𝑥𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 

یدا کردن نقطه اي که شرط لازم بهینگی را از این روش می توان براي پیدا کردن هر تابع یک متغیره استفاده کرد که به طور خاص در پ
 دارد استفاده کرد.حال فرمول نهایی براي پیدا کردن ریشه ي تابع عبارت است از :

𝑥𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑥𝑘 −
𝑓´(𝑥𝑥𝑘)
𝑓´´(𝑥𝑥𝑘)

 

 داریم : f(x)براي بدست آوردن نقطه ي پایداري تابعی چند متغیره بنام 

∇𝑓(𝑥𝑥) = (ℎ1(𝑥𝑥), ℎ2(𝑥𝑥), … , ℎ𝑛(𝑥𝑥)) 

ℎ(𝑥𝑥𝑘)∇اگر  = 𝐵𝑘  بگیریم اگر|𝐵𝑘| ≠  باشد آنگاه می توانیم داشته باشیم : 0

ℎ(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑘 − 𝐵−1𝑘𝐴𝑘 

 

f(x)تایع   minمثال / = 𝑒−𝑥 + 𝑥
10

 در نقطه آغازین صفر بدست آورید. رابه کمک روش نیوتن  

x0=0 

𝑥𝑥1 = 0 −
−𝑒−𝑥 + 1

10
𝑒−𝑥

= −
−.09

1
= .09 

𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥1 −
𝑓′(𝑥1)
𝑓′′(𝑥2)

= 1.65 

 

𝑥𝑥∗ = 2.3 
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  بازیها تئوري

وجود دارند به طوریکه این دو بازیکن رقیب یکدیگر می باشند و کاملا باهوش و به کار  Bو  A، دو بازیکن  2در بازي هاي مجموع صفر
می نامیم که  (pay-off)بستان  -را ماتریس بازده یا بده aij (i=1,…,m & j=1,…,n)با مولفه هاي  Aخود مسلط هستند.ماتریس 

 به صورت مثال نمایش داده می شود.

T (1
2
) H (1

2
)  

-1 1 H (1
2
) 

1 -1 T (1
2
) 

1)با استراتژي  Bاگر  Aدریافتی 
2

و 1
2
 بازي کند : (

1
2

(
1
2

(1) +
1
2

(−1)) +
1
2

(
1
2

(−1) +
1
2

(1) = 0 

 

ارزش (مبلغ) بازي خواهد بود.همواره فرض  aijرا انتخاب کند آنگاه  jهم استراتژي  Bرا انتخاب کند و بازیکن  iاستراتژي  Aاگر بازیکن 
باشد  aij ≥  0باخته است و اگر Bبرده و بازیکن  Aباشد، بازیکن  aij ≤ 0می بازد. حال اگر Bمی برد و بازیکن  Aبر این است که بازیکن 

 باخته است. Aبرده و بازیکن  Bیعنی بازیکن 

 

 بازي با استراتژي هاي مختلط

 جدول بازده زیر را در نظر بگیرید :

 

4 3 2 1  
7 -3 2 1 1 
-6 4 5 2 2 

 

 

 

 

�𝑚𝑖𝑛�𝑚𝑎𝑥𝑥(𝑎𝑖𝑗)                                                                                                    پس : ≠ 𝑚𝑎𝑥𝑥�𝑚𝑖𝑛(𝑎𝑖𝑗)� 

 یعنی مساله نقطه زینی ندارد.

2 Tow-Person Zero-Sum Games 

B 

A 

 ارزش بازی

B 

A 

                 A :Max(min) =-3محاسبھ ارزش بازی برای بازیکن 

               B :Min(max) =2محاسبھ ارزش بازی برای بازیکن 

                                                            



  (2×n)(m×2)حل هندسی بازي هاي 

استراتژي باشد و  3داراي  Bاستراتژي باشد و یا بازیکن  2باید داراي  Aتشریح این روش باید در نظر داشته باشیم که یا بازیکن براي 
 جدول بازده مساله باشد:بالا جدول فرض کنید 

 

�𝐴:−3
𝐵: 2 

 

𝐸𝑏1(𝐴) = 1𝑃1 + 2𝑃2 

𝐸𝑏3(𝐴) = −3𝑃1 + 4𝑃2 

𝐸𝑏4(𝐴) = 7𝑃1 − 6𝑃2 

 

 

 

 

 

 

 با برنامه ریزي خطی (m×n)حل بازي هاي 

 

X  استراتژي: A 

 

 

 

 

 ∑𝑥𝑥𝑖 = 1         

 

3𝑥𝑥1 + 4𝑥𝑥2 + 8𝑥𝑥3 ≥  𝑉𝑉 

 

7𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 ≥  𝑉𝑉 

7 3 

1 4 

0 8 

 -3  ≥ارزش بازی  ≥  2     ارزش بازی

7 

1 

-3 

2 

4 

-6 

P1=0 P1=1 
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 ≥  1 
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𝑦𝑖~
𝑥𝑖
𝑉

               �3𝑦1 + 4𝑦2 + 8𝑦3  ≥  1
7𝑦1 + 𝑦2 ≥  1 

 

𝑀𝐼𝑁 𝑍 = 𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3 
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