
 

  

  

  

  

  

  فصل اول 
  

 DEAتعاریف و مفاهیم اولیه 
 

 

  
 

  

  مقدمه 1-1
  .هاي علمی زیادي صورت گرفته استها، فعالیتبه منظور ارزیابی عملکرد واحدها و بخش

=  صورتتابعی به ،مسلماً رابطه عملکرد با عوامل تأثیرگذار  ( , اسـت کـه در آن ورودي    (  ( , و عوامل غیر  ( )بردار ورودي از دو قسمت عوامل قابل کنترل . کند را تولید می   خروجی ،( 
  . تشکیل شده است ( ) قابل کنترل

ایـن تـابع در    .دهد ماکسیمم خروجی را می ،ها تابع تولید، تابعی است که براي هر ترکیب از ورودي
توان مشخص کـرد کـه یـک واحـد      زیرا با داشتن آن می. از اهمیت بسیاري برخوردار استعلم اقتصاد 

به علت پیچیدگی فرآیند تولید، تغییر در تکنولوژي تولید و چند مقدار بـودن  . کند یا نه خوب عمل می
هاي پارامتري با استفاده از یـک سـري مشـاهدات و     در روش. تابع تولید، تابع تولید در دسترس نیست

    براي ایـن منظـور از فرآینـد بـرازش منحنـی اسـتفاده       . کنند این تابع را تخمین بزنند ها سعی می داده
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دست آوردن تابع تولید با استفاده از این فرآیند ایراداتی دارد که در زیر بـه تعـدادي از   ولی به. شودی م
  .کنیم ها اشاره میآن

=                  ي مثلاً در اقتصاد رابطـه . شود خواه در نظر گرفته میها به طور دل ها و خروجی روابط بین ورودي) 1    1
 1 2

 2    و ... و  2 و  1 کـه در آن   ،گیرنـد  را براي تـابع تولیـد در نظـر مـی         …
  .که باید تعیین شوند ،اند پارامترهاي تابع   و ... و  2 و  1 خروجی و    ها، ورودي

کـار  کار برد و براي مسـائلی بـه  هتوان ب بعد بردار خروجی بیش از یک باشد، این روش را نمیاگر ) 2
  .رود که فقط یک خروجی دارند می

  .اي آن را برطرف کرد دست آمده، تمایل مرکزي دارد و باید به گونهمنحنی به) 3

روش غیر پـارامتري   ،1فارل 1957 عیوب فوق اساسی ترین ایرادات روش پارامتري بود، لذا در سال
  .بود و در ادامه به آن می پردازیم 4و رودز 3، کوپر2ارائه کرد که اساس کار چارنز را

  

  واحد تصمیم گیرنده  1-2
,1 )منظــور از واحــد تصــمیم گیرنــده، عبــارت اســت از واحــدي کــه بــا دریافــت بــردار ورودي ماننــد   … , ,1 )، بردار خروجی (   … , هـاي تصـمیم گیرنـده     منظـور از واحـد  . کند را تولید می (  

هـاي مشـابه    هاي مشـابه، خروجـی   ها عمل مشابه دارند و با دریافت ورودي ست که واحدا این سمتجان
  .مانند شعبات یک بانک، کارخانجات یک شرکت خاص یا ادارات یک سازمان دولتی. دنکن تولید می

= )کـه بـا    واحد تصمیم گیرنده داریـم   فرض کنیم  1, … ,  )     = (  , نشـان   (  
∋  به طوریکه . خواهیم داد = )،∘≠  و  ∘≤   ،   1, … , نشان دهنده بـردار ورودي و   (    ∈ = )، ∘≠  و  ∘≤  ،    1, … ,   .نشان دهنده بردار خروجی است ( 

 ( ∈ {1, … , نشـان دهنـده    (∗)و نمـاد   بـوده  ، نشان دهنده واحد تحت ارزیـابی      ({ 
= )ها،      هاي آن را بردارهاي ورودي ، ماتریسی است که ستونX ماتریس ورودي. مقدار بهینه بودن متغیر است 1, … , = تشکیل داده است، یعنی  (  [ 1, … , طور مشـابه مـاتریس   و به [  

= صورت به   خروجی [ 1, … ,   .شود در نظر گرفته می [  

                                                             
1) Farrell 
2) Charnes 
3) Cooper 
4) Rohds 
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  کارایی 1-3
هـاي درون سـازمانی مثـل سـود هـر واحـد،       معناي خوب کار کردن، تحت تأثیر شاخصکارایی به 

  :صورت نسبت خروجی به ورودي بیان می شودکه به هر واحد و از این قبیل قرار دارد،فروش 

  کارایی= خروجی /ورودي

هـاي کلـی و کـارایی نسـبی، سـنجش      ، مقایسه  عملکرد آن با استاندارد   کارایی مطلق یک 
  .، نسبت به واحدهاي دیگر آن مجموعه است   لکرد یک عم

چون استانداردهاي کلی معمولا تعریف نشده و در صورت تعریف شدن، رسیدن به آن مشکل اسـت،  
  .لذا کاربرد کارایی نسبی گسترده تر از کاربرد کارایی مطلق است

با استفاده از رابطـه فـوق    اگر واحد تصمیم گیرنده مورد نظر داراي یک ورودي و یک خروجی باشد،
  .کارایی آن قابل محاسبه بوده و اندازه حاصل، کارایی مطلق آن واحد به شمار می آید

در صورت وجود چند ورودي و چند خروجی براي واحد تصمیم گیرنده مورد نظـر، نسـبت مجمـوع    
=    صورتدار شده ورودي بهدار شده خروجی به مجموع وزنوزن  1 1  ⋯  1    1 1  ⋯                            )1-1(  

= )               ام یعنــی قیمــت خروجــی     کــارایی آن واحــد را انــدازه گیــري مــی کنــد، کــه در آن       1, … , = )ام یعنی  هزینه ورودي    و     (  1, … کارایی فوق به کارایی . است    ( ,
  .اقتصادي معروف است

ها، نقش تعیـین کننـده اي در   ها و خروجیهاي مناسب به وروديکه تخصیص وزنقابل ذکر است 
  .اندازه کارایی دارد

بنـابراین انـدازه   . ها حاصل می شـود هر واحد به بزرگترین آن کارایی نسبی، از تقسیم اندازه کارایی
  .برابر یک داردکارایی هر واحد، همواره کوچکتر یا مساوي یک بوده و حداقل یک واحد کارایی نسبی 

  :دست می آیدبه صورت زیر به  طور مثال کارایی نسبی واحد تصمیم گیرنده به

    =            .         )1-2(  
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  (DEA) هاتحلیل پوششی داده 1-4
هایی براي ارزیـابی کـارایی و یـا سـنجش     ها و روش، شامل تکنیک(DEA)ها تحلیل پوششی داده

  .هاي تصمیم گیرنده استبهره وري واحد

DEA       فـارل بـا اسـتفاده از   . در واقع تعمیم کار فـارل در ابـداع اولـین روش غیـر پـارامتري اسـت  
هـا، مجموعـه اي بـا عنـوان     هاي واحدهاي تصمیم گیرنـده و اصـول حـاکم بـر آن    ها و خروجیورودي

  .معرفی نمودمجموعه امکان تولید، ارائه و قسمتی از مرز آن را به عنوان تابع تولید 

رار مـی گیرنـد،   این مرز را مرز کارا نیز می نامند و واحدهاي تصمیم گیرنده اي که روي این مرز ق ـ
  .می شوندکارا ارزیابی 

، تکنیک ارزیابی کارایی نسبی واحدهاي تصمیم گیرنـده اسـت، حـداقل یکـی از     DEAاز آنجائیکه 
هـا از ویژگـی پوششـی    نام تحلیـل پوششـی داده  . واحدها روي مرز و بقیه واحدها در زیر آن قرار دارند

  . بودن، منشأ گرفته است

  .هایی است که در ادامه به آن اشاره می کنیمهاي قبلی داراي مزیتاین روش در مقایسه با روش

هـا از قبـل و تخصـیص    هاي عددي، مشخص بـودن وزن بر خلاف برخی روش DEAهاي در روش
ها نیازي به اشکال تابعی از قبـل تعیـین   همچنین این روش. نیست ها لازمها و خروجیها به وروديآن

) هـاي پـارامتري  مانند برخی روش(و یا شکل صریح تابع تولید ) هاي رگرسیون آماريمانند روش(شده 
  .ندارند

هایی با چنـد ورودي و چنـد خروجـی فـراهم      ها، امکاناتی را براي مطالعه واحد تحلیل پوششی داده
ها بر پایه جبر خطی بنا نهاده شده اسـت و توانـایی آن بیشـتر بـه      تحلیل پوششی دادهاسلوب . کند می

سـازد، تـا    ها را قادر می ریزي خطی، تحلیل پوششی داده برنامه. ریزي خطی است دلیل استفاده از برنامه
 ریزي خطی و قضایاي دوآلیتی اسـتفاده کنـد و بـه ایـن ترتیـب منبـع و       هاي حل مسأله برنامه از روش

  .کند مقدار ناکارایی را براي هر ورودي و خروجی مشخص 

DEA گـر و تصـمیم گیرنـده ایجـاد     هاي زیادي را بـراي همکـاري میـان تحلیـل    همچنین فرصت      
ها می تواند در راسـتاي انتخـاب ورودي و خروجـی واحـدهاي تحـت ارزیـابی و       این همکاري. می کند

  .ارا باشدچگونگی عملکرد و الگویابی نسبت به مرز ک
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  (PPS)  دمجموعه امکان تولی 1-5
هـاي شـدنی، مجموعـه امکـان تولیـد       مجموعه فعالیـت  ).مجموعه امکان تولید(تعریف  1-5-1

  :شود صورت زیر بیان میو به شدهنامیده 

=  :تولید شود ∘≤ بتواند به وسیله بردار ورودي ∘≤ بردار خروجی {. {( ,  ) ∈        

هر کدام به یک مجموعه امکان تولید یکتا وابسته هستند که مجموعه امکان  DEAهاي  مدل
براي معرفی . شود ها و اصول معین ساخته می به طور یکتا، توسط یک مجموعه از فرض نیز تولید
  :شود استفاده می  ها، از اصول زیر روي مجموعه امکان تولید  مدل

= )     مشــــاهده شــــده، یعنــــیهــــاي  همــــه فعالیــــت). تشــــمول مشــــاهدا( 1اصــــل 1, … ,  )     = (  ,   این بدیهی تـرین اصـلی اسـت کـه روي    . تعلق دارند   به ،(  
  .این اصل را دارا هستند DEAهاي  و همه مدل شدهتحمیل 

ــل ــدب( 2اصــ ــر  ).تحــ , )اگــ  ), ( ̅,   ) ∈ ــر     ــراي هــ ــاه بــ ∋ آنگــ [∘ ,1]،                                            (  + (1 −  ) ̅,   + (1 −  )  ) ∈ , ) ∀  :صورت نمادینیا به ،   ), ( ̅,   ) ∈  , ∀  ∈ [∘ ,1] ;  (  + (1 −  ) ̅,   + (1 −  )  ) ∈  . 
  .یک مجموعه محدب است  به عبارت دیگر 

, )به ازاي هر ). بیکرانی اشعه یا بازده به مقیاس ثابت( 3اصل  ) ∈ ، داریـم  ∘≤ و هـر     (  ,   ) ∈ , ) ∀  :نصورت نمادییا به ،   ) ∈   , ∀  ≥∘;   (  ,   ) ∈  .  
,̅ )اگر  ).امکان پذیري( 4اصل   ) ∈ ≤ و     , )آنگاه ، ̅    ) ∈ ≥ و اگـر     آنگـاه      ( ̅,  ) ∈ ,̅ ) ∀  :نصورت نمادیبه یا،     ) ∈   ,  ∀  ;    ≥  ̅ ⟹ ( ,   ) ∈   ∀  ;    ≤   ⟹ ( ̅,  ) ∈    . 

تولید شـود، آنگـاه همـین خروجـی توسـط هـر        ̅ توسط    کند که اگر خروجی  این اصل بیان می
توانـد توسـط    نیـز مـی     تواند تولید شود و همچنین هر خروجـی کمتـر از    نیز می ̅ ورودي بزرگتر از 

  .تولید شود ̅ ورودي 

و بعضـی   1 است که در اصـل    هایی مانند ي مجموعه اشتراك همه   ).کمینه درونیابی( 5اصل
  .کند از اصول دیگر فوق صدق می
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 CCR 5 مدل 1-6

گیري کارایی واحدهاي تصمیم گیرنده اسـت کـه در سـال     براي اندازه DEAاین مدل، اولین مدل 
  .ارائه شد ،]3[توسط چارنز، کوپر و رودز  1978

ایـن  . کنـد  صدق مـی  5تا با  1یک مجموعه منحصر به فرد وجود دارد که در اصول  .قضیه 1-6-1
 :صورت زیر استمجموعه به

     =  ( ,  ):  ≥ ∑        1 ,  ≤ ∑        1 ,   ≥∘ ( = 1, … ,  ) . 
  .رجوع شود] 18[به مرجع : برهان

, )امکان تولیدي مانند      اگر در  ,  )بـر   بیافت نشود که غال (  یعنـی هـیچ   ، باشـد  (   ( , – یافت نشود که  (   ,   ≥ (−  , صـورت  هـا بـه   و نامساوي حداکثر در یکی از مؤلفه (  
,  )اکید برقرار باشد، آنگاه گوییم که    .باشد در غیر این صورت ناکارا می. کاراي نسبی است (  

,  )زیر رخ دهد آنگاه به وضوح   تاگر یکی از حالا   :ناکارا خواهد بود (  

، خروجـی بیشـتر یـا مسـاوي       ورودي کمتر از یافت که با      اگر بتوان امکان تولیدي در ) 1   .داشته باشد   

، ورودي کمتـر یـا مسـاوي      یافت که با خروجی بیشـتر از       اگر بتوان امکان تولیدي در ) 2   .داشته باشد   

داشـته      ، خروجی بیشتر از  یافت که با ورودي کمتر از      اگر بتوان امکان تولیدي در ) 3
  .باشد

  :شود حالت اول به حل مدل زیر منجر می

Min   

s.t.    (   ,   ) ∈     .        )1-3 (  

 

,   )و اصل شهودي تجرید و از اینکـه  ) 1-6-1(با توجه به قضیه    ) ∈ ، )3-1(، مـدل      
بـا ماهیـت ورودي    یدر فـرم پوشش ـ  CCRبـه مـدل    ، که)4-1(مدل . تبدیل می شود) 4-1(به مدل 

                                                             
5) Charnes, Cooper, Rhodes (CCR) 
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>∘و بهینه متناهی دارد و جـواب بهـین در شـرط    بوده همواره شدنی  ،روف استمع  ∗ ≤ صـدق   1
  .کند می

Min   

s.t.   ∑     ≤       1 , 

        ∑     ≥      1 ,         )1-4 (  

          ≥∘,                  ( = 1, … ,  ). 
 

∗ ست که ا این شرط لازم کارایی تحت مدل فوق = ∗ زیرا . 1 = به ایـن معنـی اسـت کـه      ،1
  .وجود ندارد     ، در مجموعه امکان تولید      يها يدامکان کاهش متناسب در همه ورو

ها یا افزایش بعضی  زیرا در این حالت اگر امکان کاهش بعضی از ورودي. ولی این شرط کافی نیست
، وجـود داشـته باشـد،        صورت نامتناسب در مجموعـه امکـان تولیـد    ، به     هاي از خروجی ∗ ولی اگر . شود کاراي ضعیف نامیده می      = هـا و   و امکان کاهش در هیچ یـک از ورودي  1

،     ، وجود نداشته باشد، آنگـاه      ها در مجموعه امکان تولید  افزایش در هیچ یک از خروجی
  .شود میده میکاراي قوي نا

∗ اگر  < 1)، ناکارا در ماهیت ورودي است و     ، آنگاه 1 −  مقدار ناکارایی تکنیکـی  (∗ 

  .در ماهیت ورودي است

  : شود حالت دوم به حل مدل زیر منجر می

Max   

s.t.    (  ,    ) ∈     .        )1-5 (  

 

,  )و اصل شـهودي تجریـد و از اینکـه    ) 1-6-1(که با توجه به قضیه     ) ∈ خـواهیم       
 :داشت

Max   

s.t.   ∑     ≤      1 , 

        ∑     ≥       1 ,         )1-6 (  

          ≥∘,                  ( = 1, … ,  ). 
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در  CCRطور متناسب ماکسیمم کند و به مـدل  را به     هاي  کوشد خروجی می) 6-1(مدل 

  .معروف است یفرم پوششی با ماهیت خروج

∗ همواره شدنی است و جواب بهین در شرط ) 6-1(مدل  ≥ ∗  اگـر . کنـد  صـدق مـی   1 = 1،  
∗  اگـر . کاراي تکنیکـی در ماهیـت خروجـی اسـت          آنگاه > ، ناکـارا در      آنگـاه    1

در ماهیـت خروجـی و        نشـان دهنـده میـزان کـارایی تکنیکـی       ∗ 1ماهیت خروجـی اسـت و     1 − مفهـوم کـارایی   . در ماهیت خروجـی اسـت       نشان دهنده میزان ناکارایی تکنیکی   ∗ 1
  .قوي در مدل با ماهیت خروجی، مشابه مدل با ماهیت ورودي است

≕   :از نمادها و علائم زیر در کل این پایان نامه استفاده خواهد شد .نمادگذاري 1-6-2 ( 1, … ,   )   ,  ≔ ( 1, … ,  2)   ,  ≔ [ 1, … ,   ]  ,  ≔ [ 1, … ,   ],   ≔ ( 1
 , … ,    )   ,   ≔ ( 1

 , … ,    ) ,   ≔ ( 1
 , … ,    )   ,   ≔ ( 1

 , … ,    ) . 
 

  :صورت زیر در می آیدکمکی، بهپس از افزودن متغیرهاي ) 4-1(مدل 

Min   

s.t.   ∑     +   =       1 , 

        ∑     −   =      1 ,       )1-7(  

          ≥∘,   ≥∘,   ≥∘                   ( = 1, … ,  ). 
 

  :صورت زیر در خواهد آمدنیز پس از افزودن متغیرهاي کمکی به) 6-1(مدل 

Max   

s.t.   ∑     +   =      1 , 

        ∑     −   =       1 ,       )1-8(  

          ≥∘,   ≥∘,   ≥∘                  ( = 1, … ,  ). 
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,∗  اگــــــر  .قضــــــیه 1-6-3  ∗,   ∗ , ,∗   و ) 7-1(جــــــواب بهــــــین مــــــدل   ∗    ∗,   ∗ ,   :باشد، آنگاه روابط زیر برقرار است) 8-1(جواب بهین مدل   ∗  

 ∗ = 1 ∗  ,  ∗ =  ∗ ∗  ,   ∗ =   ∗ ∗  ,   ∗ =   ∗ ∗  . 
در ماهیـت ورودي بـا مقـدار کـارایی     ) ناکـارایی (مقـدار کـارایی    ،CCRبنابر قضیه فوق در مـدل  

  .هاي کارا تحت هر دو مدل یکسان هستند    در ماهیت خروجی یکسان است و) ناکارایی(

کـاراي  ) 7-1( تحت مـدل        ).کاراي قوي در ماهیت ورودي - CCR( تعریف 1-6-4
∗ قوي است هرگاه  = ، ∗  و  ∗    هاي بهین، مقادیر متغیرهاي کمکی یعنی ي جواب و در همه 1

  .صفر باشد

  .شود دوآل مدل با فرم پوششی، مدل با فرم مضربی نامیده می .نکته 1-6-5

  :صورت زیر خواهد بوددر ماهیت ورودي به CCRبا توجه به نکته فوق مدل مضربی 

Max        

s.t.         = 1, 
              −     ≤∘,    ( = 1, … ,  ),     )1-9 (  

           ≥∘,  ≥∘. 
 

  ،]18[لـذا بنـا بـه قضـیه قـوي دوآلیتـی        ،همواره بهینه متنـاهی دارد ) 4-1(با توجه به اینکه مدل 
  .بهینه متناهی خواهد داشت و مقدار بهین هر دو مدل با هم برابر است همواره) 9-1( مدل

 :صورت زیر استاست، به) 6-1(در ماهیت خروجی که همان دوآل مدل  CCRفرم مضربی مدل 

Min       

s.t.         = 1, 
             −     ≥∘ ,    ( = 1, … ,  ),                 )1- ∘1(  

          ≥∘,  ≥∘. 
 

∗ ) اگر .قضیه 1-6-6 =  ∗ ,  ∗ = باشد، آنگـاه جـواب بهـین    ) 9-1(جواب بهین مدل  (∗ 
  :آید دست میبه صورت زیر به) 1∘ -1(مدل 
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   ∗ =  ∗ ∗  ,  ∗ =  ∗ ∗ . 
) 9-1(تحت مدل       ).CCRکاراي قوي تحت مدل مضربی  - CCR(تعریف  1-6-7

  : شود، هرگاه دو شرط زیر برقرار باشد کاراي قوي نامیده می

, ∗ ) حداقل یک جـواب بهـین ماننـد    )1 ∗   طوریکـه موجـود باشـد بـه   ) 9-1(از  ،(∗  ∗   و ∘< >∘.  
2(  ∗   = 1.  

ارائه شد، رهیـافتی مبتنـی بـر مجموعـه امکـان تولیـد و       ) 9-1(رهیافتی که در بالا براي ارائه مدل 
    را ) 9-1(اکنون بـا اسـتفاده از تعریـف کـارایی نسـبی مـدل       . بود CCRاستفاده از دوآل فرم پوششی 

  .دست خواهیم آوردبه

آنگاه نسـبت خروجـی بـه ورودي،     ،اگر واحد تصمیم گیرنده داراي یک ورودي و یک خروجی باشد
اگر واحد تصمیم گیرنده داراي بـیش از یـک   . ن کارایی آن واحد تصمیم گیرنده استنشان دهنده میزا

هـا مشـخص باشـد، در ایـن      هـا و هزینـه ورودي   ورودي یا بیش از یک خروجی باشد و قیمت خروجی
هـا، نشـان دهنـده میـزان      دار شده ورودي ها به مجموع وزن دار شده خروجی صورت نسبت مجموع وزن

براي محاسبه کارایی نسبی هـر واحـد بایـد کـارایی آن واحـد را بـر       . گیرنده است کارایی واحد تصمیم
هـا و   خروجـی  آید که قیمت مشکل زمانی پیش می. ها تقسیم کنیم ماکسیمم کارایی از بین سایر واحد

کنـد بـه ایـن صـورت      پیشنهاد مـی DEA ها مشخص نباشد، راهکاري که در این حالت  هزینه ورودي
بـه       دهـد طـوري انتخـاب شـوند کـه       هـا اجـازه مـی    بینانه، به وزن ی خوشاست که با دیدگاه

. گیـرد  در نظـر مـی       ماکسیمم کارایی خود برسد و این مقدار را به عنوان میزان کارایی نسبی 
∋ فرض کنید بردار نامنفی  ∋ هـا و بـردار نـامنفی     نشان دهنده قیمت خروجـی     نشـان     

     ها باشد، آنگاه جواب بهینه مدل زیر نشان دهنده میـزان کـارایی نسـبی     دهنده هزینه ورودي
  :است

   = Max( , ) ∘               1                                                           )1-11(  

 

=    اگر در مـدل بـالا   . شـود  کاراي تکنیکی در ماهیت ورودي نامیـده مـی   ،    ، آنگاه 1
ست که ورودي یا خروجـی  ا نظر گرفته شوند و این بدان معنی ها صفر در ممکن است که بعضی از وزن
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=   اگر. متناظر نادیده گرفته شده است , ∗ ) اي موجود باشد که و جواب بهینه 1  ∗) ، در ∘<

  .کاراي قوي است - CCR ،    این صورت بنا به تعریف 

  :اگر قرار دهیم

Max١               = ١  , 
.   Max =     :آید صورت زیر در میبه) 11-1(مدل            

             s.t        .          ≤ 1,     ( = 1, … ,  ),     )1-12  (        

                         ≥∘,  ≥∘. 
 

=:  : اگر قرار دهیم :  و     =               Max =     :خواهیم داشت، ̅ 

             s.t                  ≤ 1,     ( = 1, … ,  ),     )1-13(          

                          ≥∘,  ̅ ≥∘. 
 

= : : اگر مجدداً قرار دهیم = : و                Max =     :داشتخواهیم ،  

             s.t                ≤ 1,     ( = 1, … ,  ),          )1-14  (       
                     ≥∘,  ≥∘. 

  

مـدل   ،]2[ ستفاده از تبدیلات چـارنز و کـوپر  با ا. معروف است CCRبه مدل کسري ) 14-1(مدل 
=    ها و قرار دادن  با فرض مثبت بودن مخرج) 1-14( شود که همـان   صورت زیر تبدیل میبه ،1

  :است) 9-1(مدل 
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Max        

s.t.         = 1,                        )1-14(  

              −     ≤∘,    ( = 1, … ,  ), 
           ≥∘,  ≥∘. 

  

  .است) 11-1(یک جواب بهین براي مدل  ،)9-1(هر جواب بهین مدل  .قضیه 1-6-8

  .رجوع شود] 18[به مرجع : برهان

ــی  ) 9-1(در مــدل  .قضــیه 1-6-9 ــود نامســاوي یعن ــین حــداقل یکــی از قی ــر جــواب به −                                در ه     ≤∘ ( = 1, … ,   .)صورت تساوي برقرار استبه(فعال است  ( 

  .رجوع شود] 18[به مرجع : برهان

کاراي قوي است، باید بررسی شود که آیـا مـدل    - CCR،     دانیم براي تشخیص اینکه  می
=  ∗ اي با مقدار  جواب بهینه) 1-9( هـا مثبـت باشـند، یـا خیـر؟ در       دارد که در آن تمـام وزن  1

DEA شود براي بررسی این موضوع مدل زیر پیشنهاد می:  

Max        

s.t.         = 1,                       )1-16(  

              −     ≤∘,    ( = 1, … ,  ), 
           ≥  1,  ≥  1.  

  

نشان دهنده یک عدد مثبت به اندازه کافی کوچک اسـت کـه از هـر عـدد مثبـت        که در آن نماد 
مشکل مدل بـالا اینسـت   . شود به آن عدد غیر ارشمیدسی گفته می است و اصطلاحاتر   حقیقی کوچک

هـا   هـاي مثبتـی کـه بـا آن وزن     نتوانـد وزن ) 9-1(به اندازه کافی کوچک نباشد ممکن اسـت مـدل      کاراي قوي اسـت، اگـر   - CCR،     که باید چقدر کوچک باشد و در حالی  که مشخص نیست    .شود کوچکتر از یک می) 9-1(شود را پیدا کند و جواب بهین مدل  کارا می     

و به کـار  ) 16-1(استفاده از فرم دوآل مدل  ،شود بهترین راهکاري که براي این مشکل پیشنهاد می
  :صورت زیر خواهد بودبه) 16-1(دوآل مدل . بردن فاز دوگانه براي حل مدل دوآل است
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Min  −  (∑       1 + ∑       1 ) 
s.t.   ∑      +    =        1 ,     ( = 1, … , ), 
        ∑      −    =       1 ,     ( = 1, … ,  ),              )1-17(  

           ,    ,   ≥∘ ,     ( = 1, … , ), ( = 1, … ,  ), ( = 1,2, … ,  ).  
  

  :فشرده شکلیا به 

Min  −  (   +    ) 
s.t.     +   =    , 
          −   =   ,                 )1-18(  

         ≥∘,   ≥∘,  ≥∘. 
 

دسـت آوریـم و   بهینه را بـه  ∗ حل شود و ) 4-1(معادل با اینست که ابتدا مدل ) 18-1(حل مدل 
  :سپس مدل زیر حل شود

Max    +     

s.t.     +   =  ∗  , 
          −   =   ,                )1-19(  

         ≥∘,   ≥∘,  ≥∘. 
 

∗ ، )4-1(اگر در جواب بهین مدل  = برابـر صـفر باشـد، در ایـن     ) 19-1(و جواب بهین مـدل   1
  .کاراي قوي خواهد بود - CCR،     صورت 

کـوپمن را از کـاراي قـوي     -حال تعریف پاراتو . ایم کاراي قوي آورده - CCRتا کنون دو تعریف از 
=     گوییم. آوریم می (  , =     توسط (      , مغلوب شده یا به طور معـادل       ≼       است اگر و فقط اگر      غالب بر       به ایـن معنـی اسـت کـه      ≼نماد .                ≥   .صورت اکید برقرار استها به و نامساوي حداقل در یکی از مؤلفه        
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کـاراي قـوي اسـت     - CCR،      ).کوپمن-کاراي قوي پاراتو - CCR(تعریف  1∘-1-6

  . مغلوب نگردد     عضو ي     اگر و فقط اگر توسط هیچ

  .کاراي قوي معادلند - CCRاز   )1∘ -6-1(، )7-6-1(، )4-6-1(تعاریف  .قضیه 1-6-11

   .رجوع شود ]18[به مرجع . برهان

∋ )براي هر  ).مجموعه مرجع(تعریف  1-6-12 {1, … , یک مجموعـه مرجـع         ({ 
  :شود صورت زیر تعریف میبه

∗  ، )9-1(حداقل در یک جواب بهین مدل { oE=باشد  ∘< { j :  

قل در یـک جـواب بهـین    اهایی کـه حـد      عبارتست از      در حقیقت مجموعه مرجع 
  .کند مقدار مثبت اختیار می ∗  ،     در ارزیابی ) 19-1(مدل 

= )،     براي هر  .قضیه 1-6-13 1,2, … , ≠  داریم  (  ∅.  

 .رجوع شود] 18[به مرجع . برهان

در ، کاراي قوي نباشد - CCR،     ، اگر CCRتوسط فرآیند فاز دوگانه      در ارزیابی 
  :آید دست میصورت زیر بهبهبود یافته به    این صورت در انتهاي فاز دوم یک 

≕      بهبود یافته     ≔  ∗ ∘ −   ∗ ,    ≔   +   ∗ . 
کـاراي  ) 4-1(بـا حـل مـدل     .کـاراي قـوي اسـت    -CCR، بهبود یافته     که  ثابت می شود

کاراي تکنیکی بود، در ایـن       اگر. مشخص می شود     تکنیکی یا ناکاراي تکنیکی بودن 
∗ صورت  = شـود کـه    معلـوم مـی  ) 19-1(در فاز دوم یعنی با حل مـدل  . است) 4-1(جواب مدل  1 هـا را تولیـد    و چـه مقـداري از خروجـی    (∗  ) داده هـا را هـدر مـی    چه مقـداري از ورودي      
 دهـد و هـیچ کمبـود تولیـد در     بهبود یافته هیچ ورودي را هدر نمـی      . است (∗  )کرده  نمی

  .هیچ خروجی ندارد، لذا کاراي قوي است

∋ )بـراي هـر    .قضیه 1-6-14 {1, … , ∋ و هـر   ({     ،     ،CCR -    کـاراي قـوي
کاراي قوي  - CCR،     ، در ارزیابی هر     به عبارت دیگر هر عضو مجموعه مرجع . است
  .است

  ..رجوع شود ]18[به مرجع . برهان
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∋ )هاي مشاهده شـده      حداقل یکی از  .نتیجه 1-6-15 {1, … ,  }) ،CCR -   کـاراي

  .)شود نتیجه می )14-6-1(و ) 13-6-1(این حکم به آسانی از (قوي است 

یـک مـدل نسـبت بـه تغییـر واحـد        ).ل تغییر واحدابپایداري در مق(تعریف و قضیه  1-6-16
ها روي جواب بهین مدل تـأثیري نداشـته    ها یا خروجی شود هرگاه تغییر واحد ورودي پایدار نامیده می

→     :باشد، به عبارت دیگر اگر       ,      >∘ ,      = 1, … , ,    →       ,      >∘ ,      = 1, … ,  , 
   .نسبت به تغییر واحد پایدار است) 4-1(مدل . آنگاه جواب بهین مدل تغییر نکند

  :را در نظر بگیرید )1-1(شکل 

کاراي قوي رأسی هسـتند و مجموعـه مرجـع     هاي   اند،  مشخص شده   هایی که با    •
  .هاستها فقط شامل خود آنمربوط به آن

کاراي قوي غیـر رأسـی هسـتند و مجموعـه      هاي   اند،  مشخص شده ′ هایی که با     •
  .هاستغیر خود آن    ها حداقل شامل یک مرجع مربوط به آن

  .کاراي ضعیف هستندهاي     اند، مشخص شده  هایی که با     •
هـا تحـت    را هسـتند، ولـی تصـویر آن   ناکـا  هـاي    اند،  مشخص شده    هایی که با    •

  .کاراي قوي رأسی است) 3-1(مدل
  هـا تحـت    ناکـارا هسـتند، ولـی تصـویر آن     هاي   اند،  مشخص شده ′  هایی که با     •

  .کاراي قوي غیر رأسی است) 3-1(مدل 
  هـا تحـت مـدل     ناکارا هسـتند، ولـی تصـویر آن       اند،  مشخص شده   هایی که با     •

  .کاراي ضعیف است) 1-3(
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  )1- 1(شکل 

 

  BCC 6مدل  1-7

 BCCمـرز کـارایی مـدل    . مطرح شد ،]1[ 1984، چارنز و کوپر در سال 7توسط بنکر BCC مدل
  .شود گسترده می ،هاي مشاهده شده   وسیله پوسته محدب هب

. کنـد  صـدق مـی   5و  4، 2، 1یک مجموعه منحصر به فرد وجود دارد که در اصـول   .قضیه 1-7-1
  :این مجموعه به صورت زیر است

     =  ( ,  ):  ≥ ∑        1 ,  ≤ ∑        1 , ∑   = 1,   1   ≥∘ ( = 1… ,  ) . 
ــال ــراي مث ــت یــک ورودي و یــک خروجــی   ،ب ــراي حال ــراي  )2-1(شــکل در      و      ب ب

 .اند اهده شده خاص رسم شدهمش ي   تعدادي

 

  

                                                             
6) Banker , Charnes , Cooper (BCC) 
7) Banker 

•• •

•
•

•
•

•

• •

•

•

•

• NF

NE

F

E

E′

E
E′

E′ E F F

NE′

NE′

NF

Weak Frantier

Weak Frantier



  DEA17                                                                            تعاریف و مفاهیم اولیه : فصل اول

 
  

  

  

  

  

  

  

  )2- 1(شکل 

  

را      همه خـواص       شود،  نتیجه می     و      همان طور که از مقایسه دو مجموعه 
بـه همـین دلیـل مـرز کـارایی      . کرانی اشعه در آن حذف شده است دارد، فقط با این تفاوت که اصل بی

  .شود هاي مشاهده شده گسترده می   بوسیله پوسته محدب  BCCمدل 

 :صورت زیر استبه     در ماهیت ورودي براي ارزیابی  BCCفرم پوششی مدل 

Min   

s.t.   ∑     ≤       1 , 

        ∑     ≥      1 ,               )1- ∘2(  

        ∑      1 = 1, 
          ≥∘,                  ( = 1, … ,  ). 
 

که شامل قیـد   بوده) 4-1(در ماهیت ورودي  CCRدر ماهیت ورودي همان مدل  BCCلذا مدل 
∑تحدب یعنی       1 = ریـزي   هـاي برنامـه   حال با توجه به اینکه با افزایش قیـود در مـدل  . است 1

مقـدار   ∗     پـس اگـر   .شود شود، لذا مقدار بهینه تابع هدف بهتر نمی خطی، ناحیه شدنی بزرگتر نمی
ــدل   ــین م ــدل   ∗     و) 4-1(به ــین م ــدار به ــابی  )2∘ -1(مق ــ     در ارزی ــاه نباش د، آنگ     ∗ ≤     ∗ ≤   .همواره شدنی است و بهینه متناهی دارد) 4-1(همانند مدل ) 2∘ -1(مدل .  1

  

O O

I I

Efficient FrontierWeak Frontier

Efficient Frontier

Weak Frontier
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  :صورت زیر استبه ،در ماهیت ورودي معروف است BCCکه به مدل مضربی ) 2 ∘-1(دوآل مدل 

Max       +    
s.t.         = 1, 
              −     −   ≤∘,    ( = 1, … ,  ),             )1-21(  
           ≥∘,  ≥∘. 
∗    کاراي تکنیکی است اگر و فقط اگر  BCCدر مجموعه امکان تولید        = در غیـر  . 1

1)ناکارا خواهـد بـود و         این صورت −     ∗ نشـان دهنـده میـزان ناکـارایی تکنیکـی در       (
  .ماهیت ورودي است

هاي ترکیبـی   براي اینکه بتوان ناکارایی. فقط قادر به تشخیص ناکارایی تکنیکی است) 2∘ -1(مدل 
یـک   εکـه در آن   توان از مدل زیـر اسـتفاده کـرد    را در صورت وجود پیدا کرد می     موجود در 

  :استو از هر عدد مثبت کوچکتر  بوده عدد غیر ارشمیدسی

Min  −  (   +    ) 
s.t.     +   =    , 
          −   =   ,                )1 -22(  

       1 ⃗  = 1, 
         ≥∘,   ≥∘,  ≥∘. 

  

را  )2∘ -1(به این ترتیب که ابتدا مـدل  . است BCCمعادل با اجراي فاز دوگانه ) 22-1(حل مدل 
     آوریم که در این فاز انـدازه کـارایی و ناکـارایی تکنیکـی      دست میبهین را به ∗ حل کرده و 
هـاي ترکیبـی    کنـیم کـه انـدازه ناکـارایی     براي اجراي فاز دوم مدل زیـر را حـل مـی   . شود مشخص می   :دهد دست میرا به     

Max    +     

s.t.     +   =  ∗  , 
          −   =   ,                 )1-23(  

       1 ⃗  = 1, 
         ≥∘,   ≥∘,  ≥∘. 
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کـاراي قـوي اسـت     -BCC  ،     ).کوپمن-کاراي قوي پاراتو - BCC(تعریف  1-7-2

  .مغلوب نگردد     عضو  ي   اگر و فقط اگر توسط هیچ 

کاراي قوي است اگر  - BCC،       ).کاراي قوي فرم پوششی - BCC(تعریف  1-7-3
∗ داشته باشیم ) 22-1(و فقط اگر در هر جواب بهین مدل  = ∗   و 1 =   ∗ یا بـه عبـارت   . ∘=

∗ دیگر  =   .صفر باشد) 23-1( و جواب بهین مدل 1

کاراي قوي است اگـر و   - BCC،      ).کاراي قوي فرم مضربی - BCC(تعریف  1-7-4
  :شرایط زیر داشته باشدجواب بهینی با ) 21-1( فقط اگر مدل

1 ( ∗   −   ∗ = 1،      2(   ∗ >∘,  ∗ >∘.  

  .کاراي قوي معادلند - BCCسه تعریف فوق از  .قضیه 1-7-5

  .رجوع شود ]18[ به مرجع. برهان

∋ )     براي هر  ).BCCمجموعه مرجع (تعریف  1-7-6 {1, … , ، یک مجموعـه  ({ 
  :شود صورت زیر تعریف میدهیم که به نشان می   کنیم و با  مرجع مشخص می

∗   ،)22-1(حداقل در یک جواب بهین مدل { oE=باشد  ∘< { j :  

,∗  فرض کنید   ∗,   ∗ , در ایـن صـورت    ،باشـد ) 22-1(جـواب بهـین حاصـل از مـدل       ∗      :کنیم صورت زیر تعریف میشود که به بهبود یافته تصویر می ي   به یک      

≕      بهبود یافته     ≔  ∗  −   ∗ ,    ≔   +   ∗  
براي اثبات بـه مرجـع   ( کاراي قوي است - BCC، بهبود یافته     شود که  راحتی ثابت میهب

  .)رجوع شود ]18[

بـه ایـن    .نیـز برقـرار اسـت    BCCبـراي مـدل    ،)15-6-1(و ) 14-6-1(، ) 13-6-1(مشابه احکام 
≠  همواره  BCCتحت مدل      صورت که در ارزیابی هر  ) 23-1(است و در حـل مـدل    ∅

∋ )      براي هر {1, … ,           ،     کنـد، مگـر اینکـه    اي مقدار مثبت اختیـار نمـی  ∗  ، ({ 
BCC -   هـاي مشـاهده شـده        لـذا حـداقل یکـی از    ، کاراي قـوي باشـد( ∈ {1, … ,  }) ،  
BCC -  استکاراي قوي.  

هـاي     ام کمترین مقدار را در مقایسـه بـا    در ورودي      فرض کنید  .قضیه 1-7-7
  :دیگر دارد، به عبارت دیگر
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    <    ,      = 1, … ,   ,  ≠  ,  
جـواب یکتـاي زیـر را    ) 22-1( عـلاوه مـدل  هب. کاراي قوي است - BCC،     در این صورت 

∗   :دارد = 1 ,   ∗ = 1 ,   ∗ =∘ ,  = 1, … ,   ,  ≠  ,   ∗ =∘ ,   ∗ =∘. 
 .رجوع شود ]18[به مرجع . برهان

هـاي دیگـر      ام بیشـترین مقـدار را در مقایسـه بـا     hدر خروجی      فرض کنید : تذکر
است و حکمی مشابه قضـیه فـوق بـراي آن برقـرار      BCCکاراي      داشته باشد، در این صورت 

  .)رجوع شود] 18[به مرجع . برهان( است

هـا   یـک مـدل نسـبت بـه انتقـال ورودي      ).پایداري نسبت به انتقـال (تعریف و قضیه  1-7-9
تأثیري روي جواب بهین نداشـته  ) ها خروجی(ها  شود هرگاه انتقال ورودي پایدار نامیده می) ها خروجی(

در تمام واحدها با یک عدد ثابـت جمـع شـود، جـواب     ) خروجی(عبارت دیگر اگر یک ورودي به . باشد
  .بهین تغییري نکند

ها پایدار  در مقابل انتقال خروجی) 2∘ -1(در ماهیت ورودي یعنی مدل  BCCمدل پوششی 
→    : یعنی اگر. است    +    ,     = 1, … ,  , 

 نسـبت بـه انتقـال هـیچ     CCRشویم که مـدل   یادآور می .کند نمیآنگاه جواب بهین مدل تغییري 
  .نیستها پایدار  ها و خروجی کدام از ورودي

 .رجوع شود ]18[به مرجع . برهان


